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LỜI NÓI ĐẦU

Gửi mấy mom đang học Toán Cao cấp !

Tài liệu này mình làm ra vì thấy nhiều bạn đang gặp khó khăn với môn Toán Cao cấp. Có người
ngay từ đầu đã sợ toán, có người thì không yếu nhưng học không vào. Và cũng có bạn chỉ muốn
qua môn hoặc là cải thiện điểm số.

Thấy như vậy, mình quyết định ngồi lại, tổng hợp một tài liệu nhỏ – để hỗ trợ phần nào cho
những bạn đang cần nó.

Tài liệu gồm có 2 phần chính

• Đề thi Toán Cao Cấp các năm cho sinh viên

• Lời giải chi tiết các đề thi từng câu bao gồm trắc nghiệm và tự luận.

Tài liệu này không dài, không học thuật, không lý thuyết nặng. Nó chỉ đơn giản là tổng hợp lại
đề thi và lời giải. Dành cho ai đang cần ôn thi nhanh, học lại từ đầu, hoặc chỉ muốn làm vài đề để
cảm thấy đỡ hoang mang.

Nếu bạn đọc tới đây thì cảm ơn bạn đã dành thời gian. Mong là bạn sẽ thấy nó có ích, dù chỉ
một chút.

Chúc bạn học ổn, qua môn, và điểm kết thúc học phần như ý muốn nhé.

Lữ Võ Hoàng Phúc
Sinh viên K50 – UEH
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ĐỀ THI TOÁN CAO CẤP K46

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Cho hệ phương trình tuyến tính x + y + 2z = 2m
mx − y + 4z = −3
2mx − 3y + 4z = m

Hệ (I) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi

A m ̸= 4. B m ̸= −4. C m ̸= −2. D m ̸= 2.

Ã Câu 2. Trong mô hình Input-Output mở Leontief, cho ma trận hệ số đầu vào là

A =

Ñ
0, 1 0, 3 0, 3
0, 2 0, 2 0, 2
0, 3 0, 3 0, 2

é
Biết ngành 3 cung cấp 60 (đvt) cho ngành 1, khi đó ngành 1 phải cung cấp cho chính nó

A 20. B 10. C 40. D 30.

Ã Câu 3. Cho A là một ma trận vuông cấp 4. Ký hiệu PA là ma trận phụ hợp của A. Biết rằng
|PA| = 8, thì

A |3A| = 6. B |3A| = 18. C |3A| = 54. D |3A| = 162.

Ã Câu 4. Cho A =

Ñ
2 2 1
2 4 1
0 m 3

é
. Đặt B = (A − I)2. Khi đó, B suy biến khi và chỉ khi

A m = ±2. B m = −2. C m = 2. D không tồn tại m.

Ã Câu 5. Cho x > 0 và y = x√
x + 30

. Hệ số co giãn của y đối với x tại x = 30 là

A
4
3 . B

3
4 . C 3. D

1
3 .

Ã Câu 6. Gọi P là giá bán và C = C(Q) là hàm chi phí, với Q là mức sản lượng. Biết rằng

P.Q = 500 và chi phí biên tại Q = 10 là 10. Khi đó
dC

dP
tại Q = 10 là

A −2. B −4. C −12. D −24.

Ã Câu 7. Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′′ − 4y′ − 5y = 7x cos x có dạng

A u(x) = (mx + n) cos x + (px + q) sin x với m, n, p, q là các hằng số.

ĐẠI HỌC KINH TẾ THÀNH PHỐ HỒ CHÍ MINH 1
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B u(x) = ae−x + be5x + (mx2 + nx) cos x + (px2 + qx) sin x với a, b, m, n, p, q là các hằng số.
C u(x) = ae−x + be5x + (mx2 + nx) cos x với a, b, m, n là các hằng số.
D u(x) = ae−x + be5x + (mx + n) cos x + (px + q) sin x với a, b, m, n, p, q là các hằng số.

Ã Câu 8. Xét phương trình vi phân y′ − 2y = 2xe2x (1). Phát biểu nào sau đây là sai ?

A Phương trình (1) có một nghiệm riêng y = x2e2x.
B Phương trình (1) có một nghiệm riêng y = x2e2x − 3e2x.
C Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) có tính chất lim

x→+∞
y(x) = 0.

D Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) có tính chất lim
x→−∞

y(x) = 0 .

Ã Câu 9. Cho hàm f(x, y) = −4x2 − 4y2 + 72 ln(xy). Kết luận nào sau đây là đúng ?

A f không có cực trị. B f chỉ có cực đại.
C f chỉ có cực tiểu. D f có cả cực đại và cực tiểu.

Ã Câu 10. Cho g là hàm khả vi trên R và đặt f(x, y) = −y + g(−x2 + y2) với (x, y) ∈ R2. Chọn kết
quả đúng:

A y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = −x. B y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = −y.
C y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = x. D y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = y.

2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Cho hệ phương trình tuyến tính (I). x − y − z = 4
x − my + z = −4m
−x + y + mz = −4m

(với m là tham số thực).

Tìm m để hệ (I) có vô số nghiệm và tìm nghiệm tổng quát của hệ (I) trong trường hợp đó.

Ã Câu 2. Cho hàm số
f(x, y) = 2x + 3y

Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, hãy tìm cực trị của f với ràng buộc 2x2 + y2 = 44, ∀y > 0.

Ã Câu 3. Cho phương trình vi phân

y′′ − 5y′ + 4y = 8x2 − 4x + 4 (1)

Tìm nghiệm y(x) của phương trình (1) thỏa mãn điều kiện y(0) = 6, y′(0) = −1.

2 ĐẠI HỌC KINH TẾ THÀNH PHỐ HỒ CHÍ MINH
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1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Xét các ma trận

A =

Ñ
2 1 1
1 1 1
m 1 1

é
, B =

Ñ
−1 1 2
1 3 1
2 −1 −2

é
.

Khi đó, det(AB − B2) là

A −2m − 14. B −2m + 14. C 2m − 14. D Một kết quả khác.

Ã Câu 2. Với x là ẩn số thực, xét ma trận

A =

Ü
1 x −1 −1
1 x 1 1
0 1 1 1
0 2 0 2

ê
.

Tìm số nghiệm thực của phương trình det(A) = 0.

A Vô nghiệm. B Một nghiệm. C Hai nghiệm. D Vô số nghiệm.

Ã Câu 3. Cho A, B, C là các ma trận vuông cấp 3 và

det(A) = 2, det(B) = 4, det(C) = −4.

Đặt ma trận D = A2 · B−1 · CT . Khi đó det(2D−1) bằng

A −2. B −0.25. C −4. D Một kết quả khác.

Ã Câu 4. Cho A là ma trận vuông cấp 4 khả nghịch thỏa mãn

A + 2AT = 6I

với I là ma trận đơn vị cùng cấp với A. Chọn phát biểu sai.

A det(A) = 2. B A = AT . C A2 = 4I. D 2A−1 = I.

Ã Câu 5. Cho ma trận

A =

Ñ
0 3 −1
1 0 2
1 2 m

é
.

Khi A khả nghịch, ta viết

A−1 = 1
|A|

Ñ
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

é
.

ĐẠI HỌC KINH TẾ THÀNH PHỐ HỒ CHÍ MINH 3
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Chọn kết quả sai.

A a32 = 1. B a22 = 1. C a23 = −1. D det(A) = 4 − 3m.

Ã Câu 6. Cho A là ma trận vuông cấp 4. Ký hiệu PA là ma trận phụ hợp của A. Cho biết

det(−PA) = 64

Khi đó det(2A) bằng

A 64. B −64. C 32. D Một kết quả khác.

Ã Câu 7. Xét ma trận

A =

Ñ
2 m −1

−1 m + 1 −1
3 −1 0

é
.

Tìm m để hạng của A bằng 3.

A Không tồn tại m ∈ R. B m = −1.
C m = −2. D ∀m ∈ R.

Ã Câu 8. Tìm m để hệ phương trình tuyến tính sau đây có vô số nghiệm: mx + y + z = 1
4x + my + 2z = 2
2x − y + z = 0

A m = 2. B m = −2.
C m = ±1. D Không tồn tại m ∈ R.

Ã Câu 9. Cho các hệ phương trình tuyến tính

(I) : A · X = B (có n ẩn số) và (II) : A · X = 0

với A là ma trận vuông cấp n thoả mãn A2 = 0. Chọn kết luận sai.

A Hệ (I) có nghiệm duy nhất.
B Hệ (II) có vô số nghiệm.
C (AT )2 = 0.
D A + I là ma trận khả nghịch, với I là ma trận đơn vị cùng cấp với A.

Ã Câu 10. Trong mô hình Input-Output mở Leontief, xét ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0.2 0.1 0.3
0.3 0.2 0.2
m 0.3 0.2

é
Cho biết sản lượng của ngành 1 là 200 và yêu cầu cuối của ngành 1 là 60. Tìm lượng nguyên liệu
của ngành 3 cung cấp cho ngành 1.

A 30. B 45. C 60. D 75.

Ã Câu 11. Tính đạo hàm của hàm y = f(x) = xx+1.

A xx(ln x + 1 + x). B xx(ln x + 1). C xx(ln x + x). D Một kết quả khác.
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Ã Câu 12. Cho hàm số y = 8
√

x + 8. Tìm biên tế của y theo x khi hệ số co giãn của y theo x bằng
0.25.

A 1.00. B 1.25. C 1.50. D Một kết quả khác.

Ã Câu 13. Gọi P, Q lần lượt là giá bán và mức sản lượng, C(Q) là hàm chi phí. Cho biết P ·Q = 250
và

dC

dP
tại Q = 25 là −0.5. Hãy tính chi phí biên theo sản lượng Q khi Q = 25.

A 0.2. B 0.3. C 0.4. D Một kết quả khác.

Ã Câu 14. Xét hàm hai biến

f(x, y) = ln(2xy) − 2xy + 2y2 − 6y + 1

Gọi H là ma trận Hess của hàm f(x, y). Tìm y thỏa mãn det(H) = −4.

A y = ±0.5. B y = ±1.
C y = ±2. D Các câu kia đều sai.

Ã Câu 15. Xét hàm hai biến

f(x, y) = x3 + y4 − 3mx − 4y ( với m > 0)

Chọn phát biểu sai.

A Hàm f(x, y) có cực đại. B Hàm f(x, y) có cực tiểu.
C Hàm f(x, y) chỉ có một cực trị. D Hàm f có hai điểm dừng.

Ã Câu 16. Cho hàm sản lượng Q của một xí nghiệp là

Q(L, K) = 2L + 3
√

LK

Với L là lượng lao động và K là lượng vốn. Tại thời điểm L = 25, K = 100, xí nghiệp giảm lượng
lao động 1 đơn vị. Để sản lượng tăng thêm 1 đơn vị, xí nghiệp cần tăng lượng vốn xấp xỉ là kết quả
nào sau đây ?

A 12. B 18. C 20. D Một kết quả khác.

Ã Câu 17. Xét hàm phụ Lagrange

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ [16 − g(x, y)]

trong đó
f(x, y) = 3x2 − 5xy, g(x, y) = 2x − 2y

Cho biết M(10, 2, k) là điểm dừng của hàm L. Ký hiệu Hb là ma trận Hess biên tại điểm M . Chọn
kết quả đúng.

A k = 25. B k = 50. C |Hb| = 4. D |Hb| = −4.

Ã Câu 18. Xét phương trình vi phân

y′ − 3y = −6 (*)

và gọi Y (x) là nghiệm tổng quát của phương trình (∗). Chọn phát biểu sai.
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A lim
x→+∞

Y (x) = 2.

B lim
x→−∞

Y (x) = 2.

C Hàm Y (x) = 2 − e3x là một nghiệm của phương trình (∗).
D Phương trình (∗) có một nghiệm riêng là hàm hằng.

Ã Câu 19. Xét phương trình vi phân

y′′ − 6y′ + 5y = 2y′ − 11y (*)

Nghiệm tổng quát của (∗) là

A y(x) = C1e
4x + xC2e

4x (C1, C2 ∈ R). B y(x) = C1e
−x + C2e

5x (C1, C2 ∈ R).
C y(x) = C1e

−4x + C2xe−4x (C1, C2 ∈ R). D y(x) = C1e
x + C2e

−5x (C1, C2 ∈ R).
Ã Câu 20. Xét phương trình vi phân

y′′ + x2 = y (*)

Nghiệm tổng quát của phương trình (∗) là

A f(x) = C1e
x + C2e

−x + x2 + 2 (C1, C2 ∈ R).
B f(x) = C1e

x + C2e
−x − x2 + 2 (C1, C2 ∈ R).

C f(x) = C1e
−x + C2e

x + x2 − 2 (C1, C2 ∈ R).
D f(x) = C1e

−x + C2e
x − x2 − 2 (C1, C2 ∈ R).
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ĐỀ THI TOÁN CAO CẤP K49
MÃ ĐỀ 1

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Cho y = y(x) là hàm ẩn xác định bởi phương trình 4x2 + xy3 − 5x + 3y + 4yex − 7 = 0.
Đạo hàm của y tại x = 0 có giá trị là

A 0. B 1. C −5
7 . D

4
7 .

Ã Câu 2. Cho A, B, C là các ma trận vuông cấp 3. Giả sử |A| = −2, |B| = 3, |C| = −4. Định thức
của ma trận 2A3BT C−1 có giá trị là

A −48. B 48. C 16. D 3.

Ã Câu 3. Cho hàm số z = f(x, y) = 4x2 + y2 − 4mx − 2my + 2m2 + 2m − 1 (m là tham số). Tìm
m để giá trị nhỏ nhất của f , trên toàn bộ mặt phẳng, lớn hơn hay bằng 5.

A Không tồn tại m. B m ≥ 2. C m ≥ 3. D m = 1.

Ã Câu 4. Xét phương trình vi phân y′ − 3y = 2xe3x. Phát biểu nào sau đây là đúng?

A Nghiệm tổng quát của phương trình là y = (3x2 + C) e3x.
B Nghiệm riêng thỏa điều kiện y(0) = 2 của phương trình là y = (x2 − 3) e3x.
C Nghiệm riêng thỏa điều kiện y(0) = 1 của phương trình là y = (−3x2 + 1) e3x.
D Nghiệm riêng thỏa điều kiện y(1) = 2e3 của phương trình là y = (x2 + 1) e3x.

Ã Câu 5. Cho A là ma trận vuông cấp 3, không suy biến. Giả sử B là ma trận phù hợp của A và
|B| = 16. Phát biểu nào sau đây là đúng ?

A BA = −4. B AB = I3. C BA = ±1
4I3. D AB = ±4I3.

Ã Câu 6. Xét mô hình input-output gồm ba ngành kinh tế với ma trận hệ số đầu vào là

A =

0, 1 0, 4 m
0, 3 0, 2 0, 1
0, 2 0, 1 0, 3


� Giá trị sản lượng của 3 ngành lần lượt là 210, 200, 180.

� Tổng giá trị nguyên liệu đầu vào của ngành 3 là 108.

Tính tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 1 cung cấp cho cả ba ngành.

A 142. B 154. C 164. D 137.
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Ã Câu 7. Cho ma trận A =

 0 2 3
2 2 1
m 3 3

. Khi đó (A − I3)2 suy biến khi và chỉ khi

A m = 10. B m = −15. C m = 11. D m = −11.

Ã Câu 8. Một nhà máy sản xuất một mặt hàng, sử dụng nguyên liệu thô là thép. Hàm doanh thu
được xác định bởi R = 36x2/3y1/3, trong đó x là số giờ lao động và y là số tấn thép được sử dụng.
Khi x = 8 và y = 125, phát biểu nào sau đây là đúng ?

A Nếu lượng thép giảm 6% và số giờ lao động không đổi thì doanh thu giảm xấp xỉ 4%.
B Nếu giảm 1 tấn thép và số giờ lao động không đổi thì doanh thu giảm xấp xỉ 5 đơn vị.
C Nếu tăng thêm 1 giờ lao động và lượng thép không đổi thì doanh thu tăng xấp xỉ 80 đơn vị.
D Nếu giờ lao động tăng 6% và lượng thép không đổi thì doanh thu tăng xấp xỉ 4%.

Ã Câu 9. Cho A là ma trận vuông cấp n, khả nghịch. Giả sử B là ma trận nhận được từ A bằng
cách

thay dòng 1 bằng cách lấy −2 nhân với dòng 1 rồi cộng với 3 lần dòng 2.

Phát biểu nào sau đây là sai ?

A Hệ AX = 0 có vô số nghiệm ⇒ hệ BX = 0 có vô số nghiệm.
B det(AT ) = det(B).
C rank(−2A) = rank(B).
D rank(A) = rank(−2B).

Ã Câu 10. Giả sử hàm chi phí sản xuất của một xí nghiệp là C = C(Q), với Q là sản lượng, có

đạo hàm tại mọi Q > 0. Biết rằng chi phí trung bình C = C(Q)
Q

đạt giá trị nhỏ nhất là 20000 khi

Q = Q0 = 400. Xác định chi phí biên tại Q0.

A 20000. B 25000.
C 50. D Chưa đủ điều kiện để xác định.

2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Giải và biện luận hệ phương trình sau theo tham số m x + y + 2z = 1
2x + my + mz = 3
3x + (m + 1)y + 5z = 4

Ã Câu 2. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′′ + 3y′ − 4y = e−4x.

Ã Câu 3. Một nhà máy sản xuất một loại hàng hóa với một loại nguyên liệu đầu vào A. Nếu l là
số giờ lao động và k là số đơn vị nguyên liệu A được sử dụng thì sản lượng ước tính là

Q(l, k) = 20l + 25k − l2 − 3k2

Chi phí cho mỗi giờ lao động là 2 và chi phí cho mỗi đơn vị nguyên liệu A là 4. Nếu sử dụng hết
lượng ngân sách là 50 đơn vị tiền để sản xuất, hãy xác định l và k để sản lượng thu được là lớn
nhất.
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ĐỀ THI TOÁN CAO CẤP K49
MÃ ĐỀ 2

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Xét ma trận A =

Ñ
−1 1 −2
m 1 0
2 −1 −4

é
với m ∈ R. Khi đó, ma trận A2 − A suy biến khi và

chỉ khi

A m = −3/4. B m = −4/3.
C Với mọi m ∈ R. D m = −4/3 ∨ m = 0.

Ã Câu 2. Cho A là một ma trận vuông cấp n ≥ 2. Ký hiệu PA là ma trận phù hợp của ma trận A.
Cho biết det(PA) = −27 và det(2A) = −48. Hãy chọn kết quả đúng.

A |A| = −6. B |A| = −12. C n = 4. D n = 3.

Ã Câu 3. Cho A, B, C là các ma trận vuông cấp 4 thỏa mãn

|A| = −3, |B| = 2, |C| = 4.

Đặt ma trận M = 2A2 · BT · C−1. Chọn kết quả đúng.

A |M | = 144. B |M | = 72. C |M | = 36. D |M | = 9.

Ã Câu 4. Cho ma trận A =

Ñ
1 0 1
1 1 0
m −1 1

é
với m ∈ R. Khi A khả nghịch, ta đặt A−1 = (bij)3×3.

Hãy chọn phát biểu đúng.

A b23 = 1. B b32 = −1. C b22 = m. D det(A) = m.

Ã Câu 5. Xét mô hình Input – Output mở Leontief có ba ngành với ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0.1 0.3 0.2
0.6 0.2 0.1
0.2 0.3 0.3

é
Gọi x1, x2, x3 lần lượt là giá trị sản lượng của ba ngành. Nhờ cải tiến kĩ thuật nên ngành 1 tiết kiệm

được
1
3 nguyên liệu của ngành 2. Khi nhu cầu cuối cùng của ngành mở đối với 3 ngành lần lượt là

75, 90, 81. Hãy chọn kết quả đúng.

A x1 + x2 + x3 = 810. B x1 = 270.
C x2 = 260. D x3 = 250.
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Ã Câu 6. Cho ma trận A vuông cấp 3 có hạng là R(A) ≤ 2. Hãy chọn phát biểu sai.

A Ma trận A2 − 2A suy biến.
B Ma trận A3 + 3A khả nghịch.
C det(AT · A5) = 0.
D Hệ phương trình tuyến tính AX = 0 có vô số nghiệm.

Ã Câu 7. Hàm chi phí là C(q) với q là mức sản lượng. Ký hiệu c(q) = C(q)
q

là hàm chi phí trung

bình theo q. Biết rằng khi q = 10 thì hệ số co giãn của chi phí theo q là 1 và chi phí trung bình là 40.
Hãy tính chi phí biên theo q khi q = 10.

A 80. B 60. C −40. D 20.

Ã Câu 8. Xét hàm lợi nhuận π(L, K) = 3L1/3K1/3 − L − 0.04K. Ma trận Hess của hàm lợi nhuận
là

H =
Å

π′′LL π′′LK

π′′KL π′′KK

ã
Biết rằng hàm lợi nhuận π(L, K) đạt giá trị lớn nhất tại (L, K) = (L0, K0). Hãy chọn phát biểu đúng.

A π′′LL(L, K) = 2
3L−5/3K1/3. B det(H) = 5

9L−4/3K−4/3.

C L0 + K0 = 600. D
L0

K0
= 253.

Ã Câu 9. Một xí nghiệp có hàm năng suất Q(x, y) = 7x1/2y1/3 với x, y lần lượt là lượng nguyên
liệu thứ nhất, thứ hai. Ký hiệu εxQ(x0, y0), εyQ(x0, y0) lần lượt là hệ số co giãn của Q theo x, theo y

tại điểm (x0, y0). Hãy chọn kết quả đúng.

A εxQ(27, 4) = 7
2 . B εyQ(27, 4) = 1

3 . C εxQ(9, 8) = 1
3 . D εyQ(9, 8) = 1

2 .

Ã Câu 10. Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′ + y

x
= cos x

x
là

A y = C

x
− sin x

x
, với C ∈ R. B y = Cx − x · sin x, với C ∈ R.

C y = C

x
+ sin x

x
, với C ∈ R. D y = Cx + x · cos x, với C ∈ R.

2 Phần tự luận

Ã Câu 1. Xét hệ phương trình tuyến tính: x + 2y + 2z = −1
2x + 3y + mz = 0
x + my − z = 1

(1), với m ∈ R.

a. Tìm m để hệ (1) có nghiệm duy nhất.

b. Tìm m để hệ (1) có vô số nghiệm. Hãy tìm nghiệm tổng quát trong trường hợp này.

Ã Câu 2. Xét phương trình vi phân y′′ + y = x2 − 3 (⋆)

a. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình (⋆).
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b. Tìm nghiệm y(x) của phương trình (⋆) thoả y(0) = 2, y′(0) = −1.

Ã Câu 3. Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, hãy tìm cực trị của hàm f(x, y) = 2x + y + 1 thoả
mãn điều kiện x1/2y1/2 = 4.
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ĐỀ THI TOÁN CAO CẤP K50
ĐỢT 1

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Hàm tổng chi phí khi sản xuất một sản phẩm cho bởi c = 5q2
√

q2 + 3
+ 5000, với q là sản

lượng. Tính chi phí biên khi q = 10 (làm tròn kết quả đến 2 chữ số thập phân).

A 4, 12. B 5, 07. C 5, 84. D 4, 93.

Ã Câu 2. Cho ma trận A =

Ñ
−4 −3 x
1 0 1
4 4 3

é
với x là một số thực và PA là ma trận phụ hợp của A.

Giả sử PA = A. Chọn phát biểu đúng.

A |A| = 1. B |A| = −7. C |A| = 25. D |A| = 33.

Ã Câu 3. Cho các ma trận A =

Ñ
1 1 1
2 3 4
m 5 6

é
và B = A2−A. Tìm các giá trị của m để B khả nghịch.

A m ̸= 0. B m ̸= 4. C m tùy ý. D m ̸= 0 và m ̸= 4.

Ã Câu 4. Giả sử giá trị lớn nhất của hàm số z = f(x, y) = −x2 − xy − y2 + 3x + my − 2m ( m là
tham số) bằng zM và đạt được tại điểm (1, 1). Chọn phát biểu đúng.

A zM = 3. B zM = −3. C zM = −4. D zM = 4.

Ã Câu 5. Chi tiêu C của một thành phố phụ thuộc vào thu nhập I của thành phố đó. Mối liên hệ

được xác định bởi phương trình C2 + 1
4I2 = IC + 3

2I. Biết rằng phần chi tiêu lớn hơn 50% thu nhập.

Tính giá trị chi tiêu biên (biên tế của hàm chi tiêu) khi I = 24.

A MC = 3
4 . B MC = 1

4 . C MC = 3
8 . D MC = 5

8 .

Ã Câu 6. Cho hệ phương trình tuyến tính

 x + 2y + 3z = 1
2x + 5y + 8z = 4
x + 3y + mz = 4

với m ∈ R là một tham số. Phát

biểu nào sau đây là sai ?

A Hệ có nghiệm với mọi m. B Không có m để hệ có vô số nghiệm.
C Tồn tại m để hệ có nghiệm. D Tồn tại m để hệ có nghiệm duy nhất.
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Ã Câu 7. Xét mô hình Input-Output gồm ba ngành với ma trận hệ số đầu vàoÑ
0, 1 0, 4 0, 2
0, 3 0, 2 m
0, 2 0, 1 0, 3

é
với m ∈ R là tham số. Biết rằng giá trị sản lượng của ba ngành lần lượt là 200, 240, 120, và giá trị
nguyên liệu ngành 2 cung cấp cho ngành 3 bằng hai lần giá trị nguyên liệu ngành 3 cung cấp cho
ngành 2 . Tính tổng giá trị nguyên liệu đầu vào của ngành 3.

A 66. B 100. C 84. D 108.

Ã Câu 8. Cho A là ma trận vuông cấp 3 thoả mãn AT · PA = 4I3, trong đó PA là ma trận phụ hợp

của A. Khi đó det
ñÅ1

4A

ã−1ô
là:

A 1. B
1
64 . C 4

Ñ3
4

é
. D 16.

Ã Câu 9. Xét hàm sản xuất Q = K0,25L0,75, trong đó Q là sản lượng, K là lượng vốn và L là lượng
lao động. Ký hiệu MQK và MQL lần lượt là sản lượng biên theo vốn và theo lao động. Phát biểu
nào sau đây là sai ?

A Khi K = L thì MQK < MQL. B Khi K < L thì MQK <
1
4 .

C Khi K = L thi MQK + MQL = 1. D Khi K < L thì MQL <
3
4 .

Ã Câu 10. Xét phương trình vi phân y′ − y

x
= x sin x. Phát biểu nào sau đây là đúng ?

A Mọi nghiệm của phương trình thỏa y(−x) = y(x).
B Phương trình có nghiệm riêng y = x sin x.
C Mọi nghiệm của phương trình thỏa y(−x) = −y(x).
D Phương trình có nghiệm riêng y = x cos x.

2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Tìm giá trị của tham số m để hệ phương trình

 x + y + z = 1
2x + 3y − z = 2
x + my − 2z = 1

có vô số nghiệm và

tìm nghiệm tổng quát trong trường hợp đó.

Ã Câu 2. Một doanh nghiệp sản xuất hai loại sản phẩm A và B. Hàm lợi nhuận của doanh nghiệp
được cho bởi π(x, y) = 10x + 15y − x2 − y2 − xy, trong đó x và y là lượng sản phẩm A và B tương
ứng được sản xuất. Doanh nghiệp phải tuân thủ một ràng buộc về nguồn lực 2x + y = 100. Hãy tìm
mức lợi nhuận lớn nhất có thể bằng cách sử dụng phương pháp nhân tử Lagrange.

Ã Câu 3. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′′ − 4y′ + 4y = (x + 2)e3x.
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ĐỀ THI TOÁN CAO CẤP K50
ĐỢT 1 MÃ ĐỀ KHÁC

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′ + y

x
= sin x

x
là

A
C + cos x

x
, C ∈ R. B x(C + cos x), C ∈ R.

C
C − cos x

x
, C ∈ R. D x(C + sin x), C ∈ R.

Ã Câu 2. Cho g(x) = f (x3 − 3x) khả vi trên R và f ′(x) > 0, ∀x. Chọn phát biểu đúng.

A Hàm g đạt cực đại tại −1. B Hàm g đạt cực đại tại 1.
C Hàm g tăng trên (0, +∞). D Hàm g giảm trên (−∞, −3).

Ã Câu 3. Cho A và B là các ma trân vuông cấp n thỏa A2 = In = B2. Chọn phát biểu sai.

A (AB)−1 = BA. B AB−1 = A−1B.
C A = ±B. D |det(A)| = |det(B)|.

Ã Câu 4. Giả sử giá trị nhỏ nhất của hàm số

z = f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3x − my + 2m (m là tham số )

có giá trị bằng zM và đạt được tại điểm M(1, 1). Chọn phát biểu đúng.

A zM = 3. B zM = 4. C zM = −3. D zM = −4.

Ã Câu 5. Trong mô hình Input - Output mở, cho ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0, 1 0, 3 0, 3
0, 2 0, 2 0, 2
0, 3 0, 3 0, 2

é
Biết ngành 3 cung cấp 60 (đvt) cho ngành 2 , Khi đó ngành 2 phải cung cấp cho chính nó là

A 30. B 20. C 40. D 50.

Ã Câu 6. Cho hệ (I):

 x + y + 2z = 2m
mx − y + 4z = −3
2mx − 3y + 4z = m

. Hệ (I) có nghiệm duy nhất nếu và chỉ nếu

A m ̸= −4. B m ̸= 2. C m = 2. D m ̸= 4.
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Ã Câu 7. Cho hàm số u (x, y) có các đạo hàm riêng cấp một liên tục trên R2. Giả sử ta có điều
kiện

6x2 + 5y2 = 230 (1)

Điều kiện cần để u đạt cực trị tại (x, y) thỏa điều kiện (1) là

A 6yu′x = 5xu′y. B 5xu′x = 6yu′y.
C Các đáp án kia đều sai. D 5yu′x = 6xu′y.

Ã Câu 8. Cho A là ma trận vuông cấp 4 thỏa
(
AT
)3

A = 3I4. Định thức của
ï1

6AT

ò−1
có giá trị

A 432. B ±432. C −216. D ±216.

Ã Câu 9. Hàm tổng chi phí khi sản xuất một sản phẩm cho bởi C = 3Q2
√

Q2 + 5
+ 1000, với Q là sản

lượng. Tính chi phí biên khi Q = 10 ( làm tròn kết quả đến 2 chữ số thập phân).

A 4, 32. B 4, 75. C 3, 07. D 5, 12.

Ã Câu 10. Giả sử x =
ï

x1
x2

ò
là nghiệm của hệ phương trình

(∗)
ß

−x1 − 2x2 = 1
2x1 + 3x2 = −1

Gọi A là ma trận hệ số của (*). Tính A2025x.

A
ï

1
1

ò
. B

ï
2025
2024

ò
. C

ï
1

−1

ò
. D

ï
2024
2025

ò
.

2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Cho phương trình vi phân

y′′ + y = (x − 3)e2x (1)

a) Tìm nghiệm tổng quát y = ϕ (x, C1, C2) với C1, C2 ∈ R của (1).

b) Tìm nghiệm riêng y = f(x) của (1) thỏa f(0) = 2 và f ′(0) = −1.

Ã Câu 2. Cho hệ phương trình:

 x + 3y + 2z = −1
2x + 4y + mz = 2
x + my − z = 3

. Tìm m để hệ phương trình có vô số nghiệm

và tìm nghiệm tổng quát trong trường hợp đó.

Ã Câu 3. Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, tìm cực trị của f(x, y) = x + 2y + 3 thỏa điều
kiện x1/2y1/2 = 4.
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ĐỀ THI TOÁN CAO CẤP K50
ĐỢT 2

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Hàm cầu của một sản phẩm được cho bởi Q =
√

500 − 4P ( P là giá bán và Q là lượng
cầu sản phẩm). Ta ký hiệu ε(P ) là hệ số co giān của lượng cầu theo giá tại mức giá P . Gọi R0 là
doanh thu khi |ε(P )| = 2. Giá trị của R0 là

A 2100. B 1000. C 2125. D 500.

Ã Câu 2. Chi phí C phụ thuộc vào sản lượng Q và thỏa mãn phương trình C2 − 2CQ + Q2 − 2Q −
4800 = 0. Q = 50 là

A
9
14 . B

70
63 . C

71
70 . D

14
11 .

Ã Câu 3. Xét phương trình ma trận: AX = B, trong đó A =
Å

1 2
m 4

ã
và B =

Å
−1 3
−2 6

ã
, với m

là tham số thực. Tìm giá trị của m để phương trình đã cho có nghiệm.

A m = 2. B Không tồn tại m. C m ̸= 2. D m tùy ý.

Ã Câu 4. Cho A và B là các ma trận vuông cấp 4 với rank(A) = 4 và rank(B) < 4. Chọn kết luận
đúng.

A det
(
BT · A3) ̸= 0.

B Ma trận C = B2 + 4B là khả nghịch.
C Ma trận D = A2B + AB2 có hạng rank(D) < 4.
D Phương trình AX = B vô nghiệm.

Ã Câu 5. Cho hệ phương trình tuyến tính (I):

 3x + (2m − 1)y − 2z = −2
2x + (m − 1)y − z = 3
−x − y − z = −m

với m ∈ R là tham

số. Tìm m để hệ (I) vô nghiệm hoặc có vô số nghiệm.

A m = 3. B m = −1. C Không tồn tại m. D m = −3.

Ã Câu 6. Xét phương trình vi phân y′ + 2y

x
= ex

x2 (1). Chọn phát biểu đúng.

A Phương trình (1) có một nghiệm riêng thỏa điều kiện y(1) = 2e là y = (ex − 2e) x−2.
B Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) đều thỏa mãn lim

x→−∞
y(x) = 0.

C Phương trình (1) có nghiệm tổng quát là y = (2ex + C) x−2.
D Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) đều thỏa mãn lim

x→+∞
y(x) = 0.
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Ã Câu 7. Cho hàm sản xuất Q(L, K) = 8L0,3K0,6 với L là lượng lao động và K là vốn. Khi K tăng
1, 5% và L không đổi thì Q tăng xấp xỉ

A 0, 1%. B 0, 9%. C 0, 45%. D 1, 55%.

Ã Câu 8. Xét hàm số f(x, y) = x2y(1 − x − y) và điểm M(1, 0). Chọn kết luận đúng.

A Hàm số f đạt cực đại tại M .
B M không phải là điểm dừng của f .
C Hàm số f đạt cực trị tại điểm M .
D M là điểm dừng nhưng không phải là cực trị của f .

Ã Câu 9. Trong mô hình Input-Output của Leontief, cho ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0, 1 0, 2 0, 3
0, 2 0, 3 m
0, 3 0, 2 0, 1

é
Biết rằng giá trị sản lượng của ngành 2 và ngành 3 lần lượt là 200 và 150 ; tổng giá trị nguyên liệu
đầu vào của ngành 3 là 75 . Tính tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 2 cung cấp cho ngành 3 và
ngành 3 cung cấp cho ngành 2.

A 50. B 60. C 50. D 65.

Ã Câu 10. Cho A là ma trận vuông cấp 3 thỏa mān A2PA = 16I3, trong đó PA là ma trận phụ hợp
của A. Định thức của ma trận 3AT có giá trị là:

A ±216. B 216. C ±108. D −108.

2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Cho hệ phương trình sau với m ∈ R là tham số:

 −x + y + 2z − t = 1
−4x + 3y + 3z = m
−x + 2y + (m + 6)z − 5t = 3

a) Giải hệ trên với m = 3.

b) Tìm m để hệ đã cho có nghiệm.

Ã Câu 2. Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, tìm cực trị của hàm số f(x, y) = x1/2y1/2 với ràng
buộc x + 2y = 100.

Ã Câu 3. Giải phương trình vi phân: y′′ − 2y′ + y = (x + 1)e2x.
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LỜI GIẢI TOÁN CAO CẤP K46

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Cho hệ phương trình tuyến tính x + y + 2z = 2m
mx − y + 4z = −3
2mx − 3y + 4z = m

Hệ (I) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi

A m ̸= 4. B m ̸= −4. C m ̸= −2. D m ̸= 2.

9 Lời giải.

Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi |A| ̸= 0. Mà ta có

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2
m −1 4
2m −3 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 2m + 8,

do đó 2m + 8 ̸= 0 ⇔ m ̸= −4.
Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 2. Trong mô hình Input-Output mở Leontief, cho ma trận hệ số đầu vào là

A =

Ñ
0, 1 0, 3 0, 3
0, 2 0, 2 0, 2
0, 3 0, 3 0, 2

é
Biết ngành 3 cung cấp 60 (đvt) cho ngành 1, khi đó ngành 1 phải cung cấp cho chính nó

A 20. B 10. C 40. D 30.

9 Lời giải.

Cứ 0, 3 nguyên liệu đầu vào ngành 3 cung cấp cho ngành 1 thì ngành 1 sản xuất được 1 sản lượng
đầu ra. Mà ngành 3 cung cấp 60 đơn vị đầu vào cho ngành 1 nên sản lượng đầu ra của ngành 1 là

60 : 0, 3 × 1 = 200

Tương tự, ngành 1 tự cung cho chính nó 0, 1 thì sản xuất được 1 sản lượng đầu ra. Vậy ngành 1 phải
tự cung cấp cho chính nó là

200 × 0, 1 = 20

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 3. Cho A là một ma trận vuông cấp 4. Ký hiệu PA là ma trận phụ hợp của A. Biết rằng
|PA| = 8, thì

A |3A| = 6. B |3A| = 18. C |3A| = 54. D |3A| = 162.

9 Lời giải.

Ta có công thức ma trận nghịch đảo là:

A−1 = 1
|A|

PA

Lấy định thức hai vế, ta có

∣∣A−1∣∣ =
∣∣∣∣ 1
|A|

PA

∣∣∣∣ ⇒ 1
|A|

=
Å 1

|A|

ã4
|PA|

Mà |PA| = 8 nên |A|3 = |PA| = 8 ⇒ |A| = 2. Vậy

|3A| = 34|A| = 162

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 4. Cho A =

Ñ
2 2 1
2 4 1
0 m 3

é
. Đặt B = (A − I)2. Khi đó, B suy biến khi và chỉ khi

A m = ±2. B m = −2. C m = 2. D không tồn tại m.

9 Lời giải.

Ta có B suy biến khi và chỉ khi |B| = 0 hay |A − I| = 0, mà

|A − I| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 3 1
0 m 2

∣∣∣∣∣∣∣ = m − 2

do đó m − 2 = 0 ⇔ m = 2.
Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 5. Cho x > 0 và y = x√
x + 30

. Hệ số co giãn của y đối với x tại x = 30 là

A
4
3 . B

3
4 . C 3. D

1
3 .

9 Lời giải.

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 6. Gọi P là giá bán và C = C(Q) là hàm chi phí, với Q là mức sản lượng. Biết rằng

P.Q = 500 và chi phí biên tại Q = 10 là 10. Khi đó
dC

dP
tại Q = 10 là

A −2. B −4. C −12. D −24.

9 Lời giải.

Theo đề bài ta có Q = 500
P

do đó

dC

dP
= dC

dQ
× dQ

dP
= dC

dQ
× −500

P 2

Tại Q = 10 ta có
dC

dQ
= 10, P = 500

10 = 50. Vậy

dC

dP
= 10 × −500

502 = −2

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 7. Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′′ − 4y′ − 5y = 7x cos x có dạng

A u(x) = (mx + n) cos x + (px + q) sin x với m, n, p, q là các hằng số.
B u(x) = ae−x + be5x + (mx2 + nx) cos x + (px2 + qx) sin x với a, b, m, n, p, q là các hằng số.
C u(x) = ae−x + be5x + (mx2 + nx) cos x với a, b, m, n là các hằng số.
D u(x) = ae−x + be5x + (mx + n) cos x + (px + q) sin x với a, b, m, n, p, q là các hằng số.

9 Lời giải.

Xét phương trình đặc trưng, ta có

k2 − 4k − 5 = 0 ⇔
ï

k = −1
k = 5

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

ae−x + be5x

Do ±i không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng nên nghiệm riêng có dạng là

(mx + n) cos x + (px + q) sin x

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là

u(x) = ae−x + be5x + (mx + n) cos x + (px + q) sin x

với a, b, m, n, p, q là các hằng số.
Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 8. Xét phương trình vi phân y′ − 2y = 2xe2x (1). Phát biểu nào sau đây là sai?

A Phương trình (1) có một nghiệm riêng y = x2e2x.
B Phương trình (1) có một nghiệm riêng y = x2e2x − 3e2x.
C Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) có tính chất lim

x→+∞
y(x) = 0.

D Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) có tính chất lim
x→−∞

y(x) = 0 .
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9 Lời giải.

Ta có: ∫
−2 = −2x

Nhân hai vế phương trình cho e−2x, ta có

e−2xy′ − 2e−2xy = 2x ⇔
(
ye−2x

)′ = 2x ⇔ ye−2x = x2 + C ⇔ y =
(
x2 + C

)
e2x

Ta xét từng đáp án

� Xét A với C = 0 thì A đúng.

� Xét B với C = −3 thì B đúng.

� Xét C ta có: lim
x→+∞

(
x2 + C

)
e2x = +∞ vậy C sai.

� Xét D ta có: lim
x→−∞

(
x2 + C

)
e2x = 0 vậy D đúng.

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 9. Cho hàm f(x, y) = −4x2 − 4y2 + 72 ln(xy). Kết luận nào sau đây là đúng?

A f không có cực trị. B f chỉ có cực đại.
C f chỉ có cực tiểu. D f có cả cực đại và cực tiểu.

9 Lời giải.

Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1
fx = −8x + 72

x

fy = −8y + 72
y

Điều kiện đủ, ta tính các đạo hàm cấp 2
fxx = −8 − 72

x2 < 0

fyy = −8 − 72
y2 < 0

fxy = 0

Vậy ta có D2 =
∣∣∣∣∣fxx fxy

fxy fyy

∣∣∣∣∣ = fxx × fyy > 0, hay hàm đạt cực trị mà do D1 = fxx < 0 nên hàm đạt cực

đại.
Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 10. Cho g là hàm khả vi trên R và đặt f(x, y) = −y + g(−x2 + y2) với (x, y) ∈ R2. Chọn kết
quả đúng:

A y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = −x. B y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = −y.
C y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = x. D y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = y.

9 Lời giải.
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Ta tính các đạo hàm riêng f ′x(x, y) = −2x · g(−x2 + y2)

f ′y(x, y) = −1 + 2y · g(−x2 + y2)

Vậy ta có y · f ′x(x, y) = −2xy · g(−x2 + y2)

x · f ′y(x, y) = −x + 2xy · g(−x2 + y2)

Cộng vế theo vế ta có:
y · f ′x(x, y) + x · f ′y(x, y) = −x

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Cho hệ phương trình tuyến tính (I). x − y − z = 4
x − my + z = −4m
−x + y + mz = −4m

(với m là tham số thực).

Tìm m để hệ (I) có vô số nghiệm và tìm nghiệm tổng quát của hệ (I) trong trường hợp đó.

9 Lời giải.

Ta thực hiện biến đổi sơ cấpÑ
1 −1 −1 4
1 −m 1 −4m

−1 1 m −4m

é
d3−→d3+d1−−−−−−−→
d2−→d2−d1

Ñ
1 −1 −1 4
0 −m + 1 2 −4m − 4
0 0 m − 1 −4m + 4

é
Phương trình có vô số nghiệm khi Rank(A) = Rank(A) = k < n = 3 ⇔ m = 1. Hệ phương trình
khi này tương đương ß

x − y − z = 4
2z = −8

Chọn y ∈ R làm ẩn tự do, ta có ß
x = 4 + y + z = y
z = −4

Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình làÑ
x
y
z

é
=

Ñ
y
y

−4

é
µ

Ã Câu 2. Cho hàm số
f(x, y) = 2x + 3y

Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, hãy tìm cực trị của f với ràng buộc 2x2 + y2 = 44, ∀y > 0.
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9 Lời giải.

Lập hàm Lagrange ta có:

L (x, y, λ) = 2x + 3y + λ
(
44 − 2x2 − y2)

Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1 L′x = 2 − 4λx = 0
L′y = 3 − 2λy = 0
L′λ = 44 − 2x2 − y2 = 0

Từ phương trình 1 và 2, kết hợp phương trình (3) ta có hệß
y = 3x
2x2 + y2 = 44

do y > 0 nên ta có: x = 2, y = 6, λ = 1
4 . Tính các đạo hàm cấp hai tại điểm dừng, ta có:

g1 = −4x = −8, g2 = −2y = −12, L11 = −4λ = −1, L22 = −2λ = −1
2 , L12 = L21 = 0.

thay vào định thức

|H| =

Ñ
0 g1 g2
g1 L11 L12
g2 L21 L22

é
ta có giá trị của định thức bằng

|H| = 176 > 0.

Vậy tại (2, 6) hàm f đạt cực đại địa phương. Giá trị của hàm f tại điểm này là

f(x, y) = 2 · 2 + 3 · 6 = 22

µ

Ã Câu 3. Cho phương trình vi phân

y′′ − 5y′ + 4y = 8x2 − 4x + 4 (1)

Tìm nghiệm y(x) của phương trình (1) thỏa mãn điều kiện y(0) = 6, y′(0) = −1.

9 Lời giải.

Xét phương trình đặc trưng, ta có

k2 − 5k + 4 = 0 ⇔
ï

k = 1
k = 4

Vậy nghiệm tổng quát phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

Y (x) = C1e
x + C2e

4x

Do 0 không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên nghiệm riêng có dạng là

u(x) = Ax2 + Bx + C
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Ta tính các đạo hàm cấp 1 và cấp 2 của nghiệm riêng®
u′(x) = 2Ax + B

u′′(x) = 2A

Thay vào phương trình ban đầu ta có

u′′(x) − 5u′(x) + 4u(x) = 2A − 5(2Ax + B) + 4(Ax2 + Bx + C)
= 4Ax2 + (4B − 10A)x + 4C − 5B + 2A

So sánh với vế phải, đồng nhất hế số ta có hệ sau:
4A = 8

4B − 10A = −4

4C − 5B + 2A = 4

⇒


A = 2

B = 4

C = 5

Vậy nghiệm riêng có dạng là:
u(x) = 2x2 + 4x + 5

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai không thuần nhất là

y(x) = C1e
x + C2e

4x + 2x2 + 4x + 5

Do y(0) = 2 nên ta có
y(0) = C1 + C2 + 5 = 6 ⇒ C1 + C2 = 1

Đạo hàm cấp 1 của nghiệm tổng quát là

y′(x) = C1e
x + 4C2e

4x + 4x + 4

Tại x = 0 ta có y′(0) = −1 nên

−1 = y′(0) = C1 + 4C2 + 4 ⇒ C1 + 4C2 = −5

Giải hệ phương trình ta có C1 = 3, C2 = −2. Vậy nghiệm riêng thỏa mãn các điều kiện đề bài là

y(x) = 3ex − 2e4x + 2x2 + 4x + 5

µ
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1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Xét các ma trận

A =

Ñ
2 1 1
1 1 1
m 1 1

é
, B =

Ñ
−1 1 2
1 3 1
2 −1 −2

é
.

Khi đó, det(AB − B2) là

A −2m − 14. B −2m + 14. C 2m − 14. D Một kết quả khác.

9 Lời giải.

Xét các ma trận A, B. Khi đó, det(AB − B2) là:

det(AB − B2) = det((A − B) · B)
= det(A − B) · det(B)

� Mà ta có định thức B bằng

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2
1 3 1
2 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = −5

� Tương tự ta cũng có định thức A − B bằng

det(A − B) =

∣∣∣∣∣∣∣
3 0 −1
0 −2 0

m − 2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = −2m − 14

Suy ra:
det(AB − B2) = (−14 − 2m) × (−5) = 70 + 10m

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 2. Với x là ẩn số thực, xét ma trận

A =

Ü
1 x −1 −1
1 x 1 1
0 1 1 1
0 2 0 2

ê
.

Tìm số nghiệm thực của phương trình det(A) = 0.

A Vô nghiệm. B Một nghiệm. C Hai nghiệm. D Vô số nghiệm.
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9 Lời giải.

Thực hiện biến đổi sơ cấpÜ
1 x −1 −1
1 x 1 1
0 1 1 1
0 2 0 2

ê
d2→d2−d1−−−−−−→

Ü
1 x −1 −1
0 0 2 2
0 1 1 1
0 2 0 2

ê
d2←→d3−−−−−→

Ü
1 x −1 −1
0 1 1 1
0 0 2 2
0 2 0 2

ê
d4→d4−2d2−−−−−−→

Ü
1 x −1 −1
0 1 1 1
0 0 2 2
0 0 −2 0

ê
d4→d4+d3−−−−−−→

Ü
1 x −1 −1
0 1 1 1
0 0 2 2
0 0 0 2

ê
Do trong lúc biến đổi sơ cấp ta có đổi 2 dòng nên khi này định thức là

|A| = −(1 × 1 × 2 × 2) = −4

Vậy phương trình vô nghiệm.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 3. Cho A, B, C là các ma trận vuông cấp 3 và

det(A) = 2, det(B) = 4, det(C) = −4.

Đặt ma trận D = A2 · B−1 · CT . Khi đó det(2D−1) bằng

A −2. B −0.25. C −4. D Một kết quả khác.

9 Lời giải.

Ta có định thức D bằng

det(D) = det(A2 · B−1 · CT )

= det(A2) · det(B−1) · det(CT )

= (det A)2 · 1
det B

· det C

= (2)2 · 1
4 · (−4)

= −4
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Nên từ đây ta có:

det(2D−1) = 23 · det(D−1)

= 8 · 1
det D

= 8 · 1
−4

= −2

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 4. Cho A là ma trận vuông cấp 4 khả nghịch thỏa mãn

A + 2AT = 6I

với I là ma trận đơn vị cùng cấp với A. Chọn phát biểu sai.

A det(A) = 2. B A = AT . C A2 = 4I. D 2A−1 = I.

9 Lời giải.

Lấy chuyển vị phương trình ban đầu ta có hệ phương trình ma trận:®
A + 2AT = 6I

AT + 2A = 6I

Từ phương trình (1) và (2), giải hệ ta được A = AT = 2I. Ta xét các đáp án

� Xét A ta có |A| = |2I| = 24 suy ra A sai.

� Xét B ta có A = AT = 2I suy ra B đúng.

� Xét C ta có A = 2I ⇒ A2 = 4I2 = 4I suy ra C đúng.

� Xét D ta có 2I = A ⇒ 2A−1 = A · A−1 = I suy ra D đúng.

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 5. Cho ma trận

A =

Ñ
0 3 −1
1 0 2
1 2 m

é
.

Khi A khả nghịch, ta viết

A−1 = 1
|A|

Ñ
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

é
.

Chọn kết quả sai.

A a32 = 1. B a22 = 1. C a23 = −1. D det(A) = 4 − 3m.

9 Lời giải.
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Theo đề bài và công thức nghịch đảo ta có:

1
|A|

Ñ
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

é
= A−1 = 1

|A|

Ñ
C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33

éT

Ta xét từng đáp án:

� Xét D , ta có

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
0 3 −1
1 0 2
1 2 m

∣∣∣∣∣∣∣ = −3m + 4

Suy ra D đúng.

� Xét A , ta có

a32 = C23 = (−1)2+3
∣∣∣∣∣0 3
1 2

∣∣∣∣∣ = 3

Suy ra A sai.

� Xét B , ta có

a22 = C22 = (−1)2+2
∣∣∣∣∣0 −1
1 m

∣∣∣∣∣ = 1

Suy ra B đúng.

� Xét C , ta có

a23 = C32 = (−1)3+2
∣∣∣∣∣0 −1
1 2

∣∣∣∣∣ = −1

Suy ra C đúng.

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 6. Cho A là ma trận vuông cấp 4. Ký hiệu PA là ma trận phụ hợp của A. Cho biết

det(−PA) = 64

Khi đó det(2A) bằng

A 64. B −64. C 32. D Một kết quả khác.

9 Lời giải.

Từ đề bài ta có:

det(−PA) = (−1)4 det(PA) = det(PA) ⇒ det(PA) = 64

Ta có công thức ma trận nghịch đảo

A−1 = 1
|A|

PA ⇒ |A|A−1 = PA

Lấy định thức hai vế ta có ∣∣|A|A−1∣∣ = |PA| ⇒ |A|4 1
|A|

= |PA|

Mà |PA| = 64 nên |A|3 = 64 ⇔ |A| = 4. Khi đó det(2A) bằng

det(2A) = 24 det(A) = 16 · 4 = 64

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 7. Xét ma trận

A =

Ñ
2 m −1

−1 m + 1 −1
3 −1 0

é
.

Tìm m để hạng của A bằng 3.

A Không tồn tại m ∈ R. B m = −1.
C m = −2. D ∀m ∈ R.

9 Lời giải.

Để hạng của A bằng 3. Điều này tương đương với det(A) ̸= 0. Ta tính định thức của A:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
2 m −1

−1 m + 1 −1
3 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Vì det(A) = 0 với mọi m, nên Rank(A) luôn nhỏ hơn 3. Do đó không tồn tại m để Rank(A) = 3.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 8. Tìm m để hệ phương trình tuyến tính sau đây có vô số nghiệm: mx + y + z = 1

4x + my + 2z = 2
2x − y + z = 0

A m = 2. B m = −2.
C m = ±1. D Không tồn tại m ∈ R.

9 Lời giải.

Thực hiện biến đổi sơ cấpÑ
m 1 1 1
4 m 2 2
2 −1 1 0

é
d3←→d1−−−−−→

Ñ
2 −1 1 0
4 m 2 2
m 1 1 1

é
d1←→d1:2−−−−−−→

Ö
1 −1

2
1
2 0

4 m 2 2
m 1 1 1

è
d2→d2−4d1−−−−−−→

Ö
1 −1

2
1
2 0

0 m + 2 0 2
m 1 1 1

è
� Với m = 0 lấy d3 → d3 − 1

2d2 ta có Ö
1 −1

2
1
2 0

0 2 0 2
0 0 1 0

è
vậy phương trình có nghiệm duy nhất.
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� Với m ̸= 0 lấy d3 → d3 − md1 ta cóà
1 −1

2
1
2 0

0 m + 2 0 2

0 1 + 1
2m 1 − 1

2m 1

í
� Với m = −2 ta có Ü

1 −1
2

1
2 0

0 0 0 2
0 0 2 1

ê
d2←→d3−−−−−→

Ü
1 −1

2
1
2 0

0 0 2 1
0 0 0 2

ê
Hay R(A) = 2, R(A) = 3 suy ra phương trình vô nghiệm.

� Với m ̸= −2, lấy d3 → d3 − 1
2d2 ta cóà

1 −1
2

1
2 0

0 m + 2 0 2

0 0 1 − 1
2m 0

í
� Với m = 2 suy ra R(A) = R(A) = 2 < 3 hay phương trình có vô số nghiệm.

� Với m ̸= 2 suy ra R(A) = R(A) = 3 hay phương trình có nghiệm duy nhất.

Lời giải khác. Ta tính định thức của ma trận A

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
m 1 1
4 m 2
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = m2 − 4

Ta có |A| = 0 thì phương trình có vô số nghiệm hoặc vô nghiệm. Bấm Mode 9 thử lại với từng m

� Với m = −2 thì phương trình vô nghiệm.

� Với m = 2 thì phương trình có vô số nghiệm.

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 9. Cho các hệ phương trình tuyến tính

(I) : A · X = B (có n ẩn số) và (II) : A · X = 0

với A là ma trận vuông cấp n thoả mãn A2 = 0. Chọn kết luận sai.

A Hệ (I) có nghiệm duy nhất.
B Hệ (II) có vô số nghiệm.
C (AT )2 = 0.
D A + I là ma trận khả nghịch, với I là ma trận đơn vị cùng cấp với A.

9 Lời giải.
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Do A2 = 0 nên |A| = 0. Ta xét từng đáp án

� Xét A ta có do |A| = 0 nên hệ phương trình có vô số nghiệm hoặc vô nghiệm suy ra A sai.

� Xét B ta có phương trình A · X = 0 luôn có nghiệm mà |A| = 0 nên hệ phương trình có vô số
nghiệm hoặc vô nghiệm suy ra A · X = 0 có vô số nghiệm hay B đúng.

� Do (An)T = (AT )n suy ra (AT )2 = (A2)T mà vì A2 = 0 nên (A2)T = 0 vậy C đúng.

� Từ đề bài ta có
I = I2 = I2 − A2 = (I − A)(I + A)

Theo định nghĩa suy ra I + A là ma trận nghịch đảo suy ra D đúng.

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 10. Trong mô hình Input-Output mở Leontief, xét ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0.2 0.1 0.3
0.3 0.2 0.2
m 0.3 0.2

é
Cho biết sản lượng của ngành 1 là 200 và yêu cầu cuối của ngành 1 là 60. Tìm lượng nguyên liệu
của ngành 3 cung cấp cho ngành 1.

A 30. B 45. C 60. D 75.

9 Lời giải.

Đề sai thiếu dữ kiện.
Ã Câu 11. Tính đạo hàm của hàm y = f(x) = xx+1.

A xx(ln x + 1 + x). B xx(ln x + 1). C xx(ln x + x). D Một kết quả khác.

9 Lời giải.

Lấy ln hai vế ta có
ln(f(x)) = ln

(
xx+1) = (x + 1) ln x

Lấy đạo hàm ta có
f ′(x)
f(x) = ln x + x + 1

x

Do f(x) = xx+1 nên ta có
f ′(x) = xx+1 ln x + xx(x + 1)

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 12. Cho hàm số y = 8

√
x + 8. Tìm biên tế của y theo x khi hệ số co giãn của y theo x bằng

0, 25.

A 1.00. B 1.25. C 1.50. D Một kết quả khác.

9 Lời giải.
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Ta có công thức hệ số co dãn

ε = dy

dx
· x

y
= 8

2
√

x + 8
· x

8
√

x + 8
= x

2(x + 8)

Mà hệ số co giãn bằng 0, 25 nên
x

2(x + 8) = 0, 25 ⇔ x = 8

Mặt khác ta cũng có
dy

dx
= ε · y

x
= 0, 25 · 8

√
8 + 8
8 = 1

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 13. Gọi P, Q lần lượt là giá bán và mức sản lượng, C(Q) là hàm chi phí. Cho biết P ·Q = 250
và

dC

dP
tại Q = 25 là −0.5. Hãy tính chi phí biên theo sản lượng Q khi Q = 25.

A 0.2. B 0.3. C 0.4. D Một kết quả khác.

9 Lời giải.

Ta có công thức đạo hàm như sau
dC

dQ
= dC

dP
· dP

dQ

Vì P · Q = 250 nên P = 250
Q

, ta tính
dP

dQ
tại Q = 25

dP

dQ
= −250

Q2 = −250
252 = −2

5

vậy từ đây ta có
dC

dQ
= −0.5 ×

Å
−2

5

ã
= 0, 2

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 14. Xét hàm hai biến

f(x, y) = ln(2xy) − 2xy + 2y2 − 6y + 1

Gọi H là ma trận Hess của hàm f(x, y). Tìm y thỏa mãn det(H) = −4.

A y = ±0, 5. B y = ±1.
C y = ±2. D Các câu kia đều sai.

9 Lời giải.

Ta tính các đạo hàm cấp 1
fx = 2y

2xy
− 2y = 1

x
− 2y

fy = 2x

2xy
− 2x + 4y − 6 = 1

y
− 2x + 4y − 6
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Ta tính đạo hàm cấp 2 
fxx = − 1

x2

fyy = − 1
y2 + 4

fxy = −2

Ma trận Hessian H có dạng:

H =
(

fxx fxy

fyx fyy

)
=

Ö
− 1

x2 −2

−2 − 1
y2 + 4

è
Mà det(H) = −4 suy ra

− 1
x2

Å
− 1

y2 + 4
ã

− 4 = −4 ⇒ − 1
x2

Å
− 1

y2 + 4
ã

= 0

hay y = ±0, 5.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 15. Xét hàm hai biến

f(x, y) = x3 + y4 − 3mx − 4y ( với m > 0)

Chọn phát biểu sai.

A Hàm f(x, y) có cực đại. B Hàm f(x, y) có cực tiểu.
C Hàm f(x, y) chỉ có một cực trị. D Hàm f có hai điểm dừng.

9 Lời giải.

Ta tính các đạo hàm cấp 1fx = 3x2 − 3m = 0

fy = 4y3 − 4 = 0
⇒

x2 = m

y3 = 1
⇒

x = ±
√

m

y = 1

Vậy hàm số có hai điểm dừng là M1(
√

m, 1) và M2(−
√

m, 1). Ta tính các đạo hàm cấp 2

fxx = 6x, fyy = 12y2, fxy = 0

Vậy ta có định thức

|H| =
∣∣∣∣∣6x 0
0 12y2

∣∣∣∣∣ = 72xy2

� Xét tại M1(
√

m, 1) ta có H1 = 6
√

m > 0 và det(H) = 72
√

m > 0 suy ra hàm số đạt cực tiểu tại
M1.

� Xét tại M2(−
√

m, 1) ta có H1 = −6
√

m < 0 và det(H) = −72
√

m < 0. Điểm M2 không phải là
điểm cực trị.

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 16. Cho hàm sản lượng Q của một xí nghiệp là

Q(L, K) = 2L + 3
√

LK

Với L là lượng lao động và K là lượng vốn. Tại thời điểm L = 25, K = 100, xí nghiệp giảm lượng
lao động 1 đơn vị. Để sản lượng tăng thêm 1 đơn vị, xí nghiệp cần tăng lượng vốn xấp xỉ là kết quả
nào sau đây ?

A 12. B 18. C 20. D Một kết quả khác.

9 Lời giải.

Sử dụng vi phân toàn phần: ∆Q ≈ ∂Q

∂L
∆L + ∂Q

∂K
∆K. Ta tính các đạo hàm riêng

∂Q

∂L
= 2 + 3

√
K

2
√

L
,

∂Q

∂K
= 3

√
L

2
√

K

Tại (25, 100), ta có:

∂Q

∂L
= 2 + 3

√
100

2
√

25
= 5,

∂Q

∂K
= 3

√
25

2
√

100
= 15

20 = 0, 75

Với ∆L = −1 và ∆Q = 1:

1 ≈ (5)(−1) + (0, 75)∆K ⇒ 6 ≈ 0, 75∆K ⇒ ∆K ≈ 8

Vậy cần tăng vốn xấp xỉ 8 đơn vị.
Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 17. Xét hàm phụ Lagrange

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ [16 − g(x, y)]

trong đó
f(x, y) = 3x2 − 5xy, g(x, y) = 2x − 2y

Cho biết M(10, 2, k) là điểm dừng của hàm L. Ký hiệu Hb là ma trận Hess biên tại điểm M . Chọn
kết quả đúng.

A k = 25. B k = 50. C |Hb| = 4. D |Hb| = −4.

9 Lời giải.

Điều kiện cần, tính các đạo hàm cấp 1
L′x = 6x − 5y − 2λ = 0
L′y = −5x + 2λ = 0
L′λ = 16 − 2x + 2y = 0

Từ phương trình 1, 2 ta có:
2λ = 6x − 5y = 5x

Kết hợp phương trình thứ 3 ta có hệ ®
6x − 5y = 5x

16 − 2x + 2y = 0
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Giải hệ ta có x = 10, y = 2 và suy ra k = λ = 25. Ta tính các ma trận cấp 2

gx = 2, gy = −2, Lxx = 6, Lyy = 0, Lxy = −5

Vậy Định thức ma trận Hess bằng

|Hb| =

∣∣∣∣∣∣∣
0 gx gy

gx Lxx Lxy

gy Lyx Lyy

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −2
2 6 −5

−2 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣
Suy ra |Hb| = 16.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 18. Xét phương trình vi phân

y′ − 3y = −6 (*)

và gọi Y (x) là nghiệm tổng quát của phương trình (∗). Chọn phát biểu sai.

A lim
x→+∞

Y (x) = 2.

B lim
x→−∞

Y (x) = 2.

C Hàm Y (x) = 2 − e3x là một nghiệm của phương trình (∗).
D Phương trình (∗) có một nghiệm riêng là hàm hằng.

9 Lời giải.

Ta có: ∫
−3 = −3x

Nhân hai vế phương trình cho e−3x ta có

e−3xy′ − 3e−3xy = −6e−3x ⇔
(
e−3xy

)′ = −6e−3x ⇔ e−3xy = 2e−3x + C ⇔ y = 2 + Ce3x

Ta xét từng đáp án

� Xét A ta có lim
x→+∞

Y (x) = ±∞ suy ra A sai.

� Xét B ta có lim
x→−∞

Y (x) = 0 suy ra B đúng.

� Xét C lấy C = −1 suy ra C đúng.

� Xét D lấy C = 0 suy ra D đúng.

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 19. Xét phương trình vi phân

y′′ − 6y′ + 5y = 2y′ − 11y (*)

Nghiệm tổng quát của (∗) là

A y(x) = C1e
4x + xC2e

4x (C1, C2 ∈ R). B y(x) = C1e
−x + C2e

5x (C1, C2 ∈ R).
C y(x) = C1e

−4x + C2xe−4x (C1, C2 ∈ R). D y(x) = C1e
x + C2e

−5x (C1, C2 ∈ R).

9 Lời giải.
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Rút gọn phương trình ta có:
y′′ − 8y′ + 16y = 0

Xét phương trình đặc trưng:

k2 − 8k + 16 = 0 ⇔ (k − 4)2 = 0 ⇔ k = 4

Vậy nghiệm tổng quát là:
y(x) = (C1 + C2x)e4x

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 20. Xét phương trình vi phân

y′′ + x2 = y (*)

Nghiệm tổng quát của phương trình (∗) là

A f(x) = C1e
x + C2e

−x + x2 + 2 (C1, C2 ∈ R).
B f(x) = C1e

x + C2e
−x − x2 + 2 (C1, C2 ∈ R).

C f(x) = C1e
−x + C2e

x + x2 − 2 (C1, C2 ∈ R).
D f(x) = C1e

−x + C2e
x − x2 − 2 (C1, C2 ∈ R).

9 Lời giải.

Ta viết lại phương trình
y′′ − y = −x2

Xét phương trình đặc trưng
k2 − 1 = 0 ⇔ k = ±1

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

Y (x) = C1e
x + C2e

−x

Do 0 không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng nên nghiệm riêng có dạng là

u(x) = Ax2 + Bx + C

Ta tính các đạo hàm cấp 1, 2 của nghiệm riêng

u(x)′ = 2Ax + B, u(x)′′ = 2A

Thay vào phương trình ban đầu ta có:

u′′ − u = 2A − Ax2 + Bx + C

Đồng nhất hệ số ta có: A = 1, B = 0, C = 2. Vậy nghiệm riêng là

u(x) = x2 + 2

Nghiệm tổng quát:
y(x) = Y (x) + u(x) = C1e

x + C2e
−x + x2 + 2

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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LỜI GIẢI TOÁN CAO CẤP K49
MÃ ĐỀ 1

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Cho y = y(x) là hàm ẩn xác định bởi phương trình 4x2 + xy3 − 5x + 3y + 4yex − 7 = 0.
Đạo hàm của y tại x = 0 có giá trị là

A 0. B 1. C −5
7 . D

4
7 .

9 Lời giải.

Thay x = 0 vào phương trình ban đầu ta có

7y(0) − 7 ⇔ y(0) = 1

Đạo hàm phương trình theo x ta có

8x + y3 + 3xy2y′ − 5 + 3y′ + 4y′ex + 4yex = 0

Tại x = 0 ta có

y(0)3 − 5 + 3y′(0) + 4y′(0) + 4y(0) = 0 ⇔ y′(0) = −y(0)3 − 4y(0) + 5
7

Do y(0) = 1 nên

y′(0) = −1 − 4 + 5
7 = 0

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 2. Cho A, B, C là các ma trận vuông cấp 3. Giả sử |A| = −2, |B| = 3, |C| = −4. Định thức
của ma trận 2A3BT C−1 có giá trị là

A −48. B 48. C 16. D 3.

9 Lời giải.

Ta có
|2A3BT C−1| = 23 × |A|3 × |B| × 1

|C|
Thay các giá trị trên ta có

|2A3BT C−1| = 23 × (−2)3 × 3 × 1
−4 = −48

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 3. Cho hàm số z = f(x, y) = 4x2 + y2 − 4mx − 2my + 2m2 + 2m − 1 (m là tham số). Tìm
m để giá trị nhỏ nhất của f , trên toàn bộ mặt phẳng, lớn hơn hay bằng 5.

A Không tồn tại m. B m ≥ 2. C m ≥ 3. D m = 1.

9 Lời giải.

Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1®
fx = 8x − 4m = 0
fy = −2y − 2m = 0

Vậy điểm dừng M
(m

2 , m
)

. Điều kiện đủ, ta tính các đạo hàm cấp 2
fxx = 8
fyy = 2
fxy = 0

Vậy ta có D2 =
∣∣∣∣∣fxx fxy

fxy fyy

∣∣∣∣∣ = 16 > 0, hay hàm đạt cực trị mà do D1 = fxx = 8 > 0 nên hàm đạt cực

tiểu. Giá trị nhỏ nhất của hàm f khi này là

z = 4
(m

2

)2
+ m2 − 4m

(m

2

)
− 2m2 + 2m − 1 = 2m − 1

Do giá trị nhỏ nhất của f lớn hơn hay bằng 5 nên 2m − 1 ≥ 5 ⇔ m ≥ 3.
Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 4. Xét phương trình vi phân y′ − 3y = 2xe3x. Phát biểu nào sau đây là đúng?

A Nghiệm tổng quát của phương trình là y = (3x2 + C) e3x.
B Nghiệm riêng thỏa điều kiện y(0) = 2 của phương trình là y = (x2 − 3) e3x.
C Nghiệm riêng thỏa điều kiện y(0) = 1 của phương trình là y = (−3x2 + 1) e3x.
D Nghiệm riêng thỏa điều kiện y(1) = 2e3 của phương trình là y = (x2 + 1) e3x.

9 Lời giải.

Ta có: ∫
−3 = −3x

Nhân hai vế phương trình cho e−3x, ta có

e−3xy′ − 3e−3xy = 2x ⇔
(
ye−3x

)′ = 2x ⇔ ye−3x = x2 + C ⇔ y =
(
x2 + C

)
e3x

Ta xét từng đáp án

� Xét A ta có nghiệm tổng quát của phương trình là y = (x2 + C) e3x nên A sai.

� Xét B ta có y(0) = 2 thì C = 2 hay y = (x2 + 2) e3x nên B sai.

� Xét C ta có y(0) = 1 thì C = 1 hay y = (x2 + 1) e3x nên B sai.

� Xét D ta có y(1) = 2e3 thì C = 1 hay y = (x2 + 1) e3x nên D đúng.
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Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 5. Cho A là ma trận vuông cấp 3, không suy biến. Giả sử B là ma trận phù hợp của A và
|B| = 16. Phát biểu nào sau đây là đúng ?

A BA = −4. B AB = I3. C BA = ±1
4I3. D AB = ±4I3.

9 Lời giải.

Ta có công thức ma trận nghịch đảo là

A−1 = 1
|A|

PA ⇔ |A|A−1 = B

Lấy định thức hai vế ta có ∣∣|A|A−1∣∣ = |B| = 16

Mà ||A|A−1| = |A|3 1
|A|

= |A|2 nên |A| = ±4. Ta có

|A|A−1 = B ⇔ AB = |A|I = ±4I

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 6. Xét mô hình input-output gồm ba ngành kinh tế với ma trận hệ số đầu vào là

A =

0, 1 0, 4 m
0, 3 0, 2 0, 1
0, 2 0, 1 0, 3


� Giá trị sản lượng của 3 ngành lần lượt là 210, 200, 180.

� Tổng giá trị nguyên liệu đầu vào của ngành 3 là 108.

Tính tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 1 cung cấp cho cả ba ngành.

A 142. B 154. C 164. D 137.

9 Lời giải.

Tổng giá trị nguyên liệu đầu vào của ngành 3 là 108 nên

180(m + 0, 4) = 108 ⇔ m = 0, 2

Tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 1 cung cấp cho cả ba ngành là

0, 1 · 210 + 0, 4 · 200 + 0, 2 · 180 = 137

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 7. Cho ma trận A =

 0 2 3
2 2 1
m 3 3

. Khi đó (A − I3)2 suy biến khi và chỉ khi

A m = 10. B m = −15. C m = 11. D m = −11.

9 Lời giải.
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Ma trận (A − I3)2 suy biến khi và chỉ khi |(A − I3)2| = 0 ⇔ |A − I3| = 0, mà ta có

|A − I3| =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
2 1 1
m 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = −m + 11

do đó m = 11.
Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 8. Một nhà máy sản xuất một mặt hàng, sử dụng nguyên liệu thô là thép. Hàm doanh thu
được xác định bởi R = 36x2/3y1/3, trong đó x là số giờ lao động và y là số tấn thép được sử dụng.
Khi x = 8 và y = 125, phát biểu nào sau đây là đúng ?

A Nếu lượng thép giảm 6% và số giờ lao động không đổi thì doanh thu giảm xấp xỉ 4%.
B Nếu giảm 1 tấn thép và số giờ lao động không đổi thì doanh thu giảm xấp xỉ 5 đơn vị.
C Nếu tăng thêm 1 giờ lao động và lượng thép không đổi thì doanh thu tăng xấp xỉ 80 đơn vị.
D Nếu giờ lao động tăng 6% và lượng thép không đổi thì doanh thu tăng xấp xỉ 4%.

9 Lời giải.

Mẹo: cái nào không đạo hàm coi như là số để bên trái, cái nào đạo hàm là ẩn để bên phải. Ta xét
đáp án

� Xét A , B ta có

– Xét B , ta có R = 144y1/3 vậy
dR

dy
= 1, 92 vậy B sai

– Xét A , ta có

ε = dR

dy

y

R
= 1, 92 · 125

144 · 1251/3 = 1
3

vậy cứ y giảm 1% thì R giảm
1
3% mà y giảm 6% nên R giảm 2% nên A sai

� Xét C , D ta có

– Xét C , ta có R = 180x2/3 vậy
dR

dx
= 60 vậy C sai

– Xét D , ta có

ε = dR

dx

x

R
= 60 · 8

180 · 82/3 = 2
3

vậy cứ x tăng 1% thì R tăng
2
3% mà x tăng 6% nên R tăng 4% nên D đúng

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 9. Cho A là ma trận vuông cấp n, khả nghịch. Giả sử B là ma trận nhận được từ A bằng
cách

thay dòng 1 bằng cách lấy −2 nhân với dòng 1 rồi cộng với 3 lần dòng 2.

Phát biểu nào sau đây là sai ?

A Hệ AX = 0 có vô số nghiệm ⇒ hệ BX = 0 có vô số nghiệm.
B det(AT ) = det(B).
C rank(−2A) = rank(B).
D rank(A) = rank(−2B).
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9 Lời giải.

Thay dòng 1 bằng cách lấy −2 nhân với dòng 1 rồi cộng với 3 lần dòng 2 nên

|B| = −2|A|

Mà do |A| khả nghịch nên |A| ̸= 0 hay |B| ̸= 0. Ta xét từng đáp án

� Xét A , do định thức |A| ̸= 0 nên hệ không thể vô số nghiệm, vậy nên phải sửa đề bằng cách bỏ
khả nghịch ở câu dẫn mà hãy thêm vào từng đáp án giả sử A khả nghịch. Ta làm trường hợp
này công nhận như câu này là câu riêng, vì Ax = 0 có vô số nghiệm nên |A| = 0 hay |B| = 0
mà do BX = 0 luôn có nghiệm nên BX = 0 có vô số nghiệm nên A đúng.

� Xét B , ta có: det(B) = −2det(A) = −2det(AT ) nên B sai.

� Xét C , D các phép biến đổi không ảnh hưởng tới hạng chỉ ảnh hưởng tới định thức ( Mẹo:
tìm thì không thay đổi, tính thì sẽ thay đổi) vậy 2 đáp án đúng. Cách khác: sài định thức để suy
ra hạng cũng được.

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 10. Giả sử hàm chi phí sản xuất của một xí nghiệp là C = C(Q), với Q là sản lượng, có

đạo hàm tại mọi Q > 0. Biết rằng chi phí trung bình C = C(Q)
Q

đạt giá trị nhỏ nhất là 20000 khi

Q = Q0 = 400. Xác định chi phí biên tại Q0.

A 20000. B 25000.
C 50. D Chưa đủ điều kiện để xác định.

9 Lời giải.

Ta tính đạo hàm

C
′ = C(Q)′Q − C(Q)

Q2 = 0

Tại Q = Q0 = 400 thì chi phí trung bình C = C(Q)
Q

đạt giá trị nhỏ nhất nên

C(Q)′Q − C(Q) = 0

tại Q = Q0 = 400, hay

C(Q0)′ =
C(Q0)

Q0

Mà do
C(Q0)

Q0
= 20000 nên C(Q)′ = 20000.

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Giải và biện luận hệ phương trình sau theo tham số m x + y + 2z = 1
2x + my + mz = 3
3x + (m + 1)y + 5z = 4

9 Lời giải.

Thực hiện biến đổi sơ cấp:Ñ
1 1 2 1
2 m m 3
3 m + 1 5 4

é
d2→d2−2d1−−−−−−→
d3→d3−3d1

Ñ
1 1 2 1
0 m − 2 m − 4 1
0 m − 2 −1 1

é
� Xét m − 2 = 0 ⇔ m = 2 ta có Ñ

1 1 2 1
0 0 −2 1
0 0 −1 1

é
Lấy d3 → d3 − 1

2d2 suy ra R(A) = 2, R(A) = 3 hay phương trình vô nghiệm.

� Xét m − 2 ̸= 0 lấy d3 → d3 − d2 ta cóÑ
1 1 2 1
0 m − 2 m − 4 1
0 0 3 − m 0

é
� Xét m ̸= 3 suy ra R(A) = R

(
A
)

= 3, hay hệ có nghiệm duy nhất. khi này hệ phương trình
tương đương  x + y + 2z = 1

(m − 2)y + (m − 4)z = 1
(3 − m)z = 0

Vậy ta có 
x = 1 − y − 2z = 1 − 1

m − 2
y = 1

m − 2
z = 0

� Xét m = 3 suy ra R(A) = R
(
A
)

= 2 < 3, hay hệ có vô số nghiệm. khi này hệ phương trình
tương đương ß

x + y + 2z = 1
y − z = 1

Chọn z ∈ R làm ẩn tự do, ta có: ß
x = 1 − y − 2z = −3z
y = 1 + z
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Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình là:Ñ
x
y
z

é
=

Ü
−3z

1 + z

z

ê
µ

Ã Câu 2. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′′ + 3y′ − 4y = e−4x.

9 Lời giải.

Xét phương trình đặc trưng, ta có

k2 + 3k − 4 = 0 ⇔
ï

k = 1
k = −4

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

Y (x) = C1e
x + C2e

−4x

Do −4 là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên nghiệm riêng có dạng

u(x) = Cxe−4x

Ta tính các đạo hàm cấp 1 và cấp 2 của nghiệm riêng®
u′(x) = Ce−4x − 4Cxe−4x = Ce−4x(1 − 4x)
u′′(x) = −4Ce−4x(1 − 4x) − 4Ce−4x = −4Ce−4x(2 − 4x)

Thay vào phương trình ban đầu ta có

u′′ + 3u′ − 4u = −4Ce−4x(2 − 4x) + 3Ce−4x(1 − 4x) − 4Cxe−4x

= −5Ce−4x

So sánh với vế phải e−4x, đồng nhất hệ số ta có: C = −1
5 . Vậy nghiệm riêng là

u(x) = −1
5xe−4x.

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân đã cho là

y(x) = C1e
x + C2e

−4x − 1
5xe−4x.

µ

Ã Câu 3. Một nhà máy sản xuất một loại hàng hóa với một loại nguyên liệu đầu vào A. Nếu l là
số giờ lao động và k là số đơn vị nguyên liệu A được sử dụng thì sản lượng ước tính là

Q(l, k) = 20l + 25k − l2 − 3k2

Chi phí cho mỗi giờ lao động là 2 và chi phí cho mỗi đơn vị nguyên liệu A là 4. Nếu sử dụng hết
lượng ngân sách là 50 đơn vị tiền để sản xuất, hãy xác định l và k để sản lượng thu được là lớn
nhất.
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9 Lời giải.

Ta có hàm điều kiện sẽ là
2l + 4k = 50

Lập hàm Lagrange ta có:

L (l, k, λ) = 20l + 25k − l2 − 3k2 + λ (50 − 2l − 4k)

Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1
L′l = 20 − 2l − 2λ = 0
L′k = 25 − 6k − 4λ = 0
L′λ = 50 − 2l − 4k = 0

Từ phương trình 1 và 2, kết hợp phương trình (3) ta có hệ® 4l − 6k = 15
2l + 4k = 50

Giải hệ phương trình ta có: l = 90
7 , k = 85

14 , λ = −20
7 . Ta có:

g1 = −2, g2 = −4, L11 = −2, L22 = −6, L12 = 0

Nên ta có định thức bằng

|H| =

∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 −4

−2 −2 0
−4 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣
ta có giá trị của định thức bằng

|H| = 56 > 0.

Vậy tại
Å90

7 ,
85
14

ã
hàm Q đạt cực đại toàn cục. Giá trị của hàm Q tại điểm này là

Q = 3725
28

µ
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LỜI GIẢI TOÁN CAO CẤP K49
MÃ ĐỀ 2

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Xét ma trận A =

Ñ
−1 1 −2
m 1 0
2 −1 −4

é
với m ∈ R. Khi đó, ma trận A2 − A suy biến khi và

chỉ khi

A m = −3/4. B m = −4/3.
C Với mọi m ∈ R. D m = −4/3 ∨ m = 0.

9 Lời giải.

Ma trận A2 − A suy biến khi và chỉ khi |A2 − A| = 0 ⇔ |A||A − I| = 0. Mà ta có:

� Ta tính định thức của A

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −2
m 1 0
2 −1 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = 6m + 8

� Ta tính định thức của A − I

|A − I| =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 −2
m 0 0
2 −1 −5

∣∣∣∣∣∣∣ = 7m

Vậy 6m + 8 = 0, 7m = 0 hay m = −4
3 hoặc m = 0

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 2. Cho A là một ma trận vuông cấp n ≥ 2. Ký hiệu PA là ma trận phù hợp của ma trận A.
Cho biết det(PA) = −27 và det(2A) = −48. Hãy chọn kết quả đúng.

A |A| = −6. B |A| = −12. C n = 4. D n = 3.

9 Lời giải.

Từ đề bài ta có
|2A| = −48

⇔ 2n|A| = −48

⇔ 2n−4 (−|A|) = 3
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Ta có công thức ma trận nghịch đảo

A−1 = 1
|A|

PA ⇔ |A|.A−1 = PA

Lấy định thức 2 vế ta có ∣∣|A|A−1∣∣ = |PA|

⇔ |A|n 1
|A|

= −27

⇔ (−|A|)n−1 = 27

Vậy từ đây kết hợp với 2n−4|A| = −3, ta suy ra

(−|A|)n−1 = 23(n−4) (−|A|)3 ⇔ (−|A|)n−4 = 23(n−4)

Lấy log2 2 vế ta có
(n − 4) log2 (−|A|) = 3(n − 4)

⇔ (n − 4) (log2 (−|A|) − 3) = 0

⇔
ñ

n = 4
|A| = −8

Với |A| = −8 ⇒ n = 1 + log2 3 nên không thỏa mãn hay n = 4.
Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 3. Cho A, B, C là các ma trận vuông cấp 4 thỏa mãn

|A| = −3, |B| = 2, |C| = 4.

Đặt ma trận M = 2A2 · BT · C−1. Chọn kết quả đúng.

A |M | = 144. B |M | = 72. C |M | = 36. D |M | = 9.

9 Lời giải.

Ta có
|2A2BT C−1| = 24 × |A|2 × |B| × 1

|C|
Thay các giá trị trên ta có

|2A3BT C−1| = 24 × (−3)2 × 2 × 1
4 = 72

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 4. Cho ma trận A =

Ñ
1 0 1
1 1 0
m −1 1

é
với m ∈ R. Khi A khả nghịch, ta đặt A−1 = (bij)3×3.

Hãy chọn phát biểu đúng.

A b23 = 1. B b32 = −1. C b22 = m. D det(A) = m.

9 Lời giải.
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Theo đề bài và công thức nghịch đảo ta có:Ñ
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

é
= A−1 = 1

|A|

Ñ
C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33

éT

Ta xét từng đáp án:

� Xét D , ta có

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 0
m −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −m

� Xét A , ta có

b23 = 1
|A|

C32 =
(−1)3+2

∣∣∣∣∣1 1
1 0

∣∣∣∣∣
−m

= − 1
m

� Xét B , ta có

b32 = 1
|A|

C23 =
(−1)2+3

∣∣∣∣∣ 1 0
m −1

∣∣∣∣∣
−m

= − 1
m

� Xét C , ta có

b22 = 1
|A|

C22 =
(−1)2+2

∣∣∣∣∣ 1 1
m 1

∣∣∣∣∣
−m

= m − 1
m

Vậy cả 4 đáp án đều sai, có vẻ tác giả ghi đề bài thiếu phải sửa thành A−1 = 1
|A|

(bij)3×3.

Ã Câu 5. Xét mô hình Input – Output mở Leontief có ba ngành với ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0.1 0.3 0.2
0.6 0.2 0.1
0.2 0.3 0.3

é
Gọi x1, x2, x3 lần lượt là giá trị sản lượng của ba ngành. Nhờ cải tiến kĩ thuật nên ngành 1 tiết kiệm

được
1
3 nguyên liệu của ngành 2. Khi nhu cầu cuối cùng của ngành mở đối với 3 ngành lần lượt là

75, 90, 81. Hãy chọn kết quả đúng.

A x1 + x2 + x3 = 810. B x1 = 270.
C x2 = 260. D x3 = 250.

9 Lời giải.

Do cải tiến kĩ thuật nên ngành 1 tiết kiệm được
1
3 nguyên liệu của ngành 2 suy ra a21 lúc này thành

a21 = 2
3 × 0, 6 = 0, 4

ĐẠI HỌC KINH TẾ THÀNH PHỐ HỒ CHÍ MINH 47



� Toán Cao Cấp [ ĐỀ THI VÀ LỜI GIẢI

Vậy ma trận hệ số đầu vào khi này là

A =

Ñ
0.1 0.3 0.2
0.4 0.2 0.1
0.2 0.3 0.3

é
Vì nhu cầu cuối cùng của ngành mở đối với 3 ngành lần lượt là 75, 90, 81 nên ta có phương trình

(I − A)X = D ⇔

Ñ
0.9 −0.3 −0.2

−0.4 0.8 −0.1
−0.2 −0.3 0.7

éÑ
x1
x2
x3

é
=

Ñ
75
90
81

é
Hay ta có hệ phương trình 

0, 9x1 − 0, 3x2 − 0, 2x3 = 75
−0, 4x1 + 0, 8x2 − 0, 1x3 = 90
−0, 2x1 − 0, 3x2 + 0, 7x3 = 81

Bấm hệ ta có x1 = 240, x2 = 270, x3 = 300.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 6. Cho ma trận A vuông cấp 3 có hạng là R(A) ≤ 2. Hãy chọn phát biểu sai.

A Ma trận A2 − 2A suy biến.
B Ma trận A3 + 3A khả nghịch.
C det(AT · A5) = 0.
D Hệ phương trình tuyến tính AX = 0 có vô số nghiệm.

9 Lời giải.

Do R(A) ≤ 2 nên |A| = 0. Ta xét từng đáp án

� Xét A ta có |A2 − 2A| = |A||A − 2I| = 0 vậy ma trận suy biến nên A đúng.

� Xét B ta có |A3 + 3A| = |A||A2 + 3I| = 0 vậy ma trận không khả nghịch nên B sai.

� Xét C ta có |AT · A5| = |A||A|5 = |A|6 = 0 nên C đúng.

� Xét D ta có |A| = 0 thì hệ phương trình có vô số nghiệm hoặc vô nghiệm mà phương trình
AX = 0 luôn có nghiệm nên AX = 0 có vô số nghiệm suy ra D đúng.

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 7. Hàm chi phí là C(q) với q là mức sản lượng. Ký hiệu C(q) = C(q)
q

là hàm chi phí trung

bình theo q. Biết rằng khi q = 10 thì hệ số co giãn của chi phí theo q là 1 và chi phí trung bình là 40.
Hãy tính chi phí biên theo q khi q = 10.

A 80. B 60. C 40. D 20.

9 Lời giải.
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Ta có hệ số co dãn của chi phí theo q là

ε = dC

dq
× q

C
⇔ dC

dq
= ε × C

q

Mà tại q = 10 thì ε = 1,
C(q)

q
= 40 nên

dC

dq
= 1 × 40 = 40

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 8. Xét hàm lợi nhuận π(L, K) = 3L1/3K1/3 − L − 0.04K. Ma trận Hess của hàm lợi nhuận
là

H =
Å

π′′LL π′′LK

π′′KL π′′KK

ã
Biết rằng hàm lợi nhuận π(L, K) đạt giá trị lớn nhất tại (L, K) = (L0, K0). Hãy chọn phát biểu đúng.

A π′′LL(L, K) = 2
3L−5/3K1/3. B det(H) = 5

9L−4/3K−4/3.

C L0 + K0 = 600. D L0 × K0 = 253.

9 Lời giải.

Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1{
πL = K1/3L−2/3 − 1 = 0

πK = L1/3K−2/3 − 0, 04 = 0

Vậy ta có phương trình
1

0, 04 = K1/3L−2/3

L1/3K−2/3 = KL−1 ⇒ K = 25L

Thay lại vào phương trình thứ nhất ta có L0 = 25 hay K0 = 252. Vậy đáp C sai và đáp D đúng.
Điều kiện đủ, ta tính các đạo hàm cấp 2

πLL = −2
3K1/3L−5/3

πKK = −2
3L1/3K−5/3

πLK = 1
3K−2/3L−2/3

Thay vào H ta có

H =

Ö
−2

3K1/3L−5/3 1
3K−2/3L−2/3

1
3K−2/3L−2/3 −2

3L1/3K−5/3

è
= 3

9K−4/3L−4/3

Vậy đáp A sai và đáp B sai.
Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 9. Một xí nghiệp có hàm năng suất Q(x, y) = 7x1/2y1/3 với x, y lần lượt là lượng nguyên
liệu thứ nhất, thứ hai. Ký hiệu εxQ(x0, y0), εyQ(x0, y0) lần lượt là hệ số co giãn của Q theo x, theo y

tại điểm (x0, y0). Hãy chọn kết quả đúng.

A εxQ(27, 4) = 7
2 . B εyQ(27, 4) = 1

3 . C εxQ(9, 8) = 1
3 . D εyQ(9, 8) = 1

2 .

Ta có hệ số co dãn

9 Lời giải.

Hệ số co giãn của Q theo x là

εxQ = dQ

dx
· x

Q
= 7

2x−1/2y1/3 · x

7x1/2y1/3 = 1
2

Hệ số co giãn của Q theo y là

εyQ = dQ

dy
· y

Q
= 7

3x1/2y−2/3 · y

7x1/2y1/3 = 1
3

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 10. Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′ + y

x
= cos x

x
là

A y = C

x
− sin x

x
, với C ∈ R. B y = Cx − x · sin x, với C ∈ R.

C y = C

x
+ sin x

x
, với C ∈ R. D y = Cx + x · cos x, với C ∈ R.

9 Lời giải.

Ta có: ∫ 1
x

= ln x

Nhân hai vế phương trình cho eln x = x, ta có

xy′ + y = cos x ⇔ (xy)′ = cos x ⇔ xy = sin x + C ⇔ y = sin x + C

x

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Xét hệ phương trình tuyến tính: x + 2y + 2z = −1
2x + 3y + mz = 0
x + my − z = 1

(1), với m ∈ R.

a. Tìm m để hệ (1) có nghiệm duy nhất.

b. Tìm m để hệ (1) có vô số nghiệm. Hãy tìm nghiệm tổng quát trong trường hợp này.

9 Lời giải.

Thực hiện biến đổi sơ cấp:Ñ
1 2 2 −1
2 3 m 0
1 m −1 1

é
d3→d3−d1−−−−−−→
d2→d2−2d1

Ñ
1 2 2 −1
0 −1 m − 4 2
0 m − 2 −3 2

é
d2→−d2−−−−−→

Ñ
1 2 2 −1
0 1 4 − m −2
0 m − 2 −3 2

é
� Xét m − 2 = 0 ⇔ m = 2 ta có R(A) = R(A) = 3 hay hệ phương trình có nghiệm duy nhất.

� Xét m − 2 ̸= 0 ⇔ m ̸= 2, lấy d3 → d3 − (m − 2)d2 ta có:Ñ
1 2 2 −1
0 1 4 − m −2
0 0 (m − 1)(m − 5) 2(m − 1)

é
� Xét m − 1 = 0 ⇔ m = 1 ta có R(A) = R(A) = 2 < 3 hay hệ phương trình có vô số nghiệm.

� Xét m − 5 = 0 ⇔ m = 5 ta có 2 = R(A) ̸= R(A) = 3 hay hệ phương trình vô nghiệm.

� Xét m ̸= 5 và m ̸= 1 ta có R(A) = R(A) = 3 hay hệ phương trình có nghiệm duy nhất.

a. Vậy với m ̸= 5 và m ̸= 1 thì hệ (1) có nghiệm duy nhất.

b. vậy với m = 1 thì hệ có vô số nghiệm, hệ phương trình lúc này tương đươngß
x + 2y + 2z = −1
y + 3z = −2

Chọn z ∈ R làm ẩn tự do, ta có:ß
x = −1 − 2y − 2z = 3 + 4z
y = −2 − 3z

Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình làÑ
x
y
z

é
=

Ñ
3 + 4z

−2 − 3z
z

é
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Ã Câu 2. Xét phương trình vi phân y′′ + y = x2 − 3 (⋆)

a. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình (⋆).

b. Tìm nghiệm y(x) của phương trình (⋆) thoả y(0) = 2, y′(0) = −1.

9 Lời giải.

a. Xét phương trình đặc trưng, ta có

k2 + 1 = 0 ⇔ k = ±i

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

Y (x) = C1 sin x + C2 cos x

Do 0 không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên nghiệm riêng có dạng

u(x) = Ax2 + Bx + C

Ta tính các đạo hàm cấp 1 và cấp 2 của nghiệm riêng®
u′(x) = 2Ax + B

u′′(x) = 2A

Thay vào phương trình ban đầu ta có

u′′ + u = 2A + Ax2 + Bx + C

= Ax2 + Bx + 2A + C

So sánh với vế phải x2 − 3, đồng nhất hệ số ta có: A = 1
B = 0
2A + C = −3

⇔

 A = 1
B = 0
C = −5

Vậy nghiệm riêng là
u(x) = x2 − 5

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân đã cho là

y(x) = Y (x) + u(x) = C1 sin x + C2 cos x + x2 − 5.

b. Do y(0) = 2 nên ta có:
y(0) = C2 − 5 = 2 ⇒ C2 = 7

Đạo hàm cấp 1 của nghiệm tổng quát là

y′(x) = C1 cos x − C2 sin x + 2x

Tại x = 0 ta có y′(0) = −1 nên
−1 = y′(0) = C1

Vậy nghiệm riêng thỏa mãn điều kiện đề bài là

y(x) = − sin x + 7 cos x + x2 − 5.

µ

52 ĐẠI HỌC KINH TẾ THÀNH PHỐ HỒ CHÍ MINH



Ã Câu 3. Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, hãy tìm cực trị của hàm f(x, y) = 2x + y + 1 thoả
mãn điều kiện x1/2y1/2 = 4.

9 Lời giải.

Lập hàm Lagrange ta có:

L (x, y, λ) = 2x + y + 1 + λ
Ä
4 − x1/2y1/2

ä
Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1

L′x = 2 − 1
2λy1/2x−1/2 = 0

L′y = 1 − 1
2λx1/2y−1/2 = 0

L′λ = 4 − x1/2y1/2 = 0

Lấy phương trình (1) chia phương trình (2) ta có:

2 =
1
2λy1/2x−1/2

1
2λx1/2y−1/2

= y

x

Kết hợp với phương trình thứ 3 ta có hệ phương trình:®
y = 2x
√

xy = 4

Giải hệ phương trình ta có: x = 2
√

2, y = 4
√

2, λ = 2
√

2. Tính đạo hàm cấp hai tại điểm dừng
ta có:

g1 = −
√

2
2 , g2 = −

√
2

4 , L11 =
√

2
4 , L22 =

√
2

16 , L12 = −
√

2
8

Nên ta có định thức bằng

|H| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −
√

2
2 −

√
2

4

−
√

2
2

√
2

4 −
√

2
8

−
√

2
4 −

√
2

8

√
2

16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ta có giá trị của định thức bằng

|H| = −
√

2
8 < 0.

Vậy tại
(
2
√

2, 4
√

2
)

hàm f đạt cực tiểu địa phương. Giá trị của hàm Q = f tại điểm này là

Q = 4
√

2 + 4
√

2 + 1 = 8
√

2 + 1

µ
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LỜI GIẢI TOÁN CAO CẤP K50
ĐỢT 1

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Hàm tổng chi phí khi sản xuất một sản phẩm cho bởi c = 5q2
√

q2 + 3
+ 5000, với q là sản

lượng. Tính chi phí biên khi q = 10 (làm tròn kết quả đến 2 chữ số thập phân).

A 4, 12. B 5, 07. C 5, 84. D 4, 93.

9 Lời giải.

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 2. Cho ma trận A =

Ñ
−4 −3 x
1 0 1
4 4 3

é
với x là một số thực và PA là ma trận phụ hợp của A.

Giả sử PA = A. Chọn phát biểu đúng.

A |A| = 1. B |A| = −7. C |A| = 25. D |A| = 33.

9 Lời giải.

Ta có:
A−1 = 1

|A|
PA = 1

|A|
A

Suy ra |A|−1 = |A|−3|A| = |A|−2, hay |A−1| = |A| = 1.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 3. Cho các ma trận A =

Ñ
1 1 1
2 3 4
m 5 6

é
và B = A2 − A. Tìm các giá trị của m để B khả

nghịch.
A m ̸= 0. B m ̸= 4. C m tùy ý. D m ̸= 0 và m ̸= 4.
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9 Lời giải.

B khả nghịch khi |B| ̸= 0, mà ta có:

|B| = |A (A − I) | = |A| · |A − I|

vậy |A| ̸= 0 và |A − I| ̸= 0, ta thực hiện biến đổi

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 3 4
m 5 6

∣∣∣∣∣∣∣ = m − 4, |A − I| =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1
2 2 4
m 5 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 2m

Vậy m ̸= 0 và m ̸= 4.
Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 4. Giả sử giá trị lớn nhất của hàm số z = f(x, y) = −x2 − xy − y2 + 3x + my − 2m ( m là
tham số) bằng zM và đạt được tại điểm (1, 1). Chọn phát biểu đúng.

A zM = 3. B zM = −3. C zM = −4. D zM = 4.

9 Lời giải.

Ta có: ß
f ′x (x, y) = −2x − y + 3 = 0
f ′y (x, y) = −x − 2y + m = 0

do điểm dừng là (1, 1) nên m = 3. Thay lại vào đề bài ta có zm = −3.
Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 5. Chi tiêu C của một thành phố phụ thuộc vào thu nhập I của thành phố đó. Mối liên hệ

được xác định bởi phương trình C2 + 1
4I2 = IC + 3

2I. Biết rằng phần chi tiêu lớn hơn 50% thu nhập.

Tính giá trị chi tiêu biên (biên tế của hàm chi tiêu) khi I = 24.

A MC = 3
4 . B MC = 1

4 . C MC = 3
8 . D MC = 5

8 .

9 Lời giải.

Ta có: C = C(I), đạo hàm hai vế phương trình theo I ta có

2C ′C + 1
2I = C + IC ′ + 3

2 ⇔ C ′ =
C − 1

2I + 3
2

2C − I

Mặt khác thay I = 24 vào phương trình ta có

C2 − 24C + 108 = 0 ⇔ (C − 18)(C − 6) = 0 ⇔
ï

C = 18
C = 6

Vậy C = 18 do C >
I

2 , thay C = 18, I = 24 vào lại C ′. Ta có C ′ = 5
8 .

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 6. Cho hệ phương trình tuyến tính

 x + 2y + 3z = 1
2x + 5y + 8z = 4
x + 3y + mz = 4

với m ∈ R là một tham số. Phát

biểu nào sau đây là sai ?

A Hệ có nghiệm với mọi m. B Không có m để hệ có vô số nghiệm.
C Tồn tại m để hệ có nghiệm. D Tồn tại m để hệ có nghiệm duy nhất.
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9 Lời giải.

Thực hiện biến đổi sơ cấpÑ
1 2 3 1
2 5 8 4
1 3 m 4

é
d3−→d3−d1−−−−−−−→
d2−→d2−2d1

Ñ
1 2 3 1
0 1 2 2
0 1 m − 3 3

é
d3−→d3−d2−−−−−−−→

Ñ
1 2 3 1
0 1 2 2
0 0 m − 5 1

é
� Hệ có nghiệm khi Rank(A) = Rank(A) mà Rank(A) = 3, với mọi m. Vậy chỉ xảy ra khi

Rank(A) = 3 ⇔ m ̸= 5. (nghiệm ở đây cũng là nghiệm duy nhất)

� Hệ có vô số nghiệm khi Rank(A) = Rank(A) = k < 3 điều này không xảy ra do Rank(A) = 3,
với mọi m.

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 7. Xét mô hình Input-Output gồm ba ngành với ma trận hệ số đầu vàoÑ

0, 1 0, 4 0, 2
0, 3 0, 2 m
0, 2 0, 1 0, 3

é
với m ∈ R là tham số. Biết rằng giá trị sản lượng của ba ngành lần lượt là 200, 240, 120, và giá trị
nguyên liệu ngành 2 cung cấp cho ngành 3 bằng hai lần giá trị nguyên liệu ngành 3 cung cấp cho
ngành 2 . Tính tổng giá trị nguyên liệu đầu vào của ngành 3.

A 66. B 100. C 84. D 108.

9 Lời giải.

Cứ m nguyên liệu đầu vào ngành 2 cung cấp cho ngành 3 thì ngành 3 sản xuất được 1 sản lượng
đầu ra. Mà sản lượng đầu ra của ngành 3 là 120 nên nguyên liệu đầu vào ngành 2 cung cấp cho
ngành 3 là

120 · m

Tương tự, cứ 0, 1 nguyên liệu đầu vào ngành 3 cung cấp cho ngành 2 thì ngành 2 sản xuất được 1
sản lượng đầu ra. Mà sản lượng đầu ra của ngành 2 là 240 nên nguyên liệu đầu vào ngành 3 cung
cấp cho ngành 2 là

0, 1 · 240

Từ hai điều này suy ra

120 · m = 2 · 0, 1 · 240 =⇒ m = 48
120 = 0, 4

Giải thích tương tự, nguyên liệu đầu vào của ba ngành cung cấp cho ngành 3 là

120 · (0, 2 + 0, 4 + 0, 3) = 108

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 8. Cho A là ma trận vuông cấp 3 thoả mãn AT · PA = 4I3, trong đó PA là ma trận phụ hợp

của A. Khi đó det
ñÅ1

4A

ã−1ô
là:

A 1. B
1
64 . C 4

Ñ3
4

é
. D 16.
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9 Lời giải.

Ta có công thức của ma trận nghịch đảo

A−1 = 1
|A|

PA

Nhân hai vế của phương trình cho AT ta có

AT · A−1 = 1
|A|

AT · PA

Mà AT · PA = 4I nên ta có

AT · A−1 = 1
|A|

4I ⇒ |A|AT · A−1 = 4I

Lấy định thức hai vế ta có ∣∣|A|AT · A−1∣∣ = |4I| ⇒ |A|3 · |A| · 1
|A|

= 43

Nên |A| = 4, vậy khi này ta có

det
ñÅ1

4A

ã−1ô
= det

î
4 (A)−1

ó
= 43 · det

(
A−1) = 43 1

det(A) = 43 1
4 = 16.

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 9. Xét hàm sản xuất Q = K0,25L0,75, trong đó Q là sản lượng, K là lượng vốn và L là lượng
lao động. Ký hiệu MQK và MQL lần lượt là sản lượng biên theo vốn và theo lao động. Phát biểu
nào sau đây là sai ?

A Khi K = L thì MQK < MQL. B Khi K < L thì MQK <
1
4 .

C Khi K = L thi MQK + MQL = 1. D Khi K < L thì MQL <
3
4 .

9 Lời giải.

Ta có:

MQK = Q′K =
(
K0,25L0,75)′ = 0, 25 · K−0,75L0,75 = 0, 25 · 4

 Å
L

K

ã3

Mặt khác ta cũng có

MQL = Q′L =
(
K0,25L0,75)′ = 0, 75 · K0,25L−0,25 = 0, 75 · 4

…
K

L

Vậy K < L ⇔ 1 <
L

K
hay MQK = 0, 25 · 4

 Å
L

K

ã3
> 0, 25.

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 10. Xét phương trình vi phân y′ − y

x
= x sin x. Phát biểu nào sau đây là đúng ?

A Mọi nghiệm của phương trình thỏa y(−x) = y(x).
B Phương trình có nghiệm riêng y = x sin x.
C Mọi nghiệm của phương trình thỏa y(−x) = −y(x).
D Phương trình có nghiệm riêng y = x cos x.
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9 Lời giải.

Ta có: ∫ −1
x

= − ln(x)

Nhân hai vế phương trình cho
1
x

, ta có

1
x

y′ − 1
x2 y = sin x ⇔

(y

x

)′
= sin x ⇔ y

x
= − cos x + C ⇔ y = −x cos x + Cx

Vậy y(−x) = −y(x).

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Tìm giá trị của tham số m để hệ phương trình

 x + y + z = 1
2x + 3y − z = 2
x + my − 2z = 1

có vô số nghiệm và

tìm nghiệm tổng quát trong trường hợp đó.

9 Lời giải.

Ta thực hiện biến đổi sơ cấpÑ
1 1 1 1
2 3 −1 2
1 m −2 1

é
d3−→d3−d1−−−−−−−→
d2−→d2−2d1

Ñ
1 1 1 1
0 1 −3 0
0 m − 1 −3 0

é
� Xét m = 1 suy ra R(A) = R

(
A
)

= 3 hay phương trình có nghiệm duy nhất

� Xét m ̸= 1 lấy d3 → d3 − (m − 1)d2 ta cóÑ
1 1 1 1
0 1 −3 0
0 0 −3(2 − m) 0

é
Phương trình có vô số nghiệm khi Rank(A) = Rank(A) = k < n = 3 ⇔ m = 2. Hệ phương trình
khi này tương đương ß

x + y + z = 1
y − 3z = 0

Chọn z ∈ R làm ẩn tự do, ta có ß
x = 1 − y − z = 1 − 4z
y = 3z

Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình làÑ
x
y
z

é
=

Ñ
1 − 4z

3z
z

é
Cách 2
Thực hiện pháp biến đổi sơ cấp ở trên ta tính được

D = 3(m − 2)

Vậy hệ vô số nghiệm khi m = 2, thay vào giải tương tự.
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Ã Câu 2. Một doanh nghiệp sản xuất hai loại sản phẩm A và B. Hàm lợi nhuận của doanh nghiệp
được cho bởi π(x, y) = 10x + 15y − x2 − y2 − xy, trong đó x và y là lượng sản phẩm A và B tương
ứng được sản xuất. Doanh nghiệp phải tuân thủ một ràng buộc về nguồn lực 2x + y = 100. Hãy tìm
mức lợi nhuận lớn nhất có thể bằng cách sử dụng phương pháp nhân tử Lagrange.

9 Lời giải.

Lập hàm Lagrange ta có:

L (x, y, λ) = 10x + 15y − x2 − y2 − xy + λ(100 − 2x − y)

Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1 L′x = 10 − 2x − y − 2λ = 0
L′y = 15 − 2y − x − λ = 0
L′λ = 100 − 2x − y = 0

Từ phương trình 1 và 2, kết hợp phương trình (3) ta có hệß
2x + y = 100
3y = 20

hay ta có: y = 20
3 , x = 100 − y

2 = 140
3 , λ = −45. Ta có

|H| =

Ñ
0 g1 g2
g1 L11 L12
g2 L21 L22

é
Trong đó

� gi là hàm điều kiện đạo hàm ( 1 là x, 2 là y)

� Lij là đạo hàm theo i, rồi đạo hàm theo j ( đạo hàm 2 lần)

Ta có: g1 = −2, g2 = −1, L11 = −2, L22 = −2, L12 = −1, L21 = −1 hay

|H| =

Ñ
0 −2 −1

−2 −2 −1
−1 −1 −2

é
= −2 − 2 + 2 + 8 = 6 > 0

Vậy tại (140
3 ,

20
3 ) hàm π đạt cực đại toàn cục, khi này giá trị của hàm là

πmax = −5900
3

µ

Ã Câu 3. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′′ − 4y′ + 4y = (x + 2)e3x.

9 Lời giải.
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Xét phương trình đặc trưng, ta có

k2 − 4k + 4 = 0 ⇒ (k − 2)2 = 0 ⇒ k = 2

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

Y (x) = (C1 + C2x)e2x

Do 3 không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên nghiệm riêng có dạng là:

u(x) = (Ax + B)e3x

Tính đạo hàm cấp 1 và cấp 2 của u(x):®
u′(x) = Ae3x + 3(Ax + B)e3x = (3Ax + 3B + A)e3x

u′′(x) = 3Ae3x + 3(3Ax + 3B + A)e3x = (9Ax + 9B + 6A)e3x

Thay vào phương trình ban đầu ta có

u′′ − 4u′ + 4u = (9Ax + 9B + 6A)e3x − 4(3Ax + 3B + A)e3x + 4(Ax + B)e3x

= [(9A − 12A + 4A)x + (9B − 12B + 4B) + (6A − 4A)] e3x

= (Ax + B + 2A)e3x

So sánh với vế phải, đồng nhất hệ số ta có hệ sau:®
A = 1
B + 2A = 2

⇒
®

A = 1
B = 0

Vậy nghiệm riêng là:
u(x) = xe3x

Nghiệm tổng quát của phương trình là:

y(x) = (C1 + C2x) e2x + x e3x .

µ
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LỜI GIẢI TOÁN CAO CẤP K50
ĐỢT 1 MÃ ĐỀ KHÁC

1 Phần Trắc Nghiệm

Ã Câu 1. Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân y′ + y

x
= sin x

x
là

A
C + cos x

x
, C ∈ R. B x(C + cos x), C ∈ R.

C
C − cos x

x
, C ∈ R. D x(C + sin x), C ∈ R.

9 Lời giải.

Phương trình ban đầu tương đương với

xy′ + y = sin x ⇔ (xy)′ = sin x

Mà ta có: ∫
sin xdx = − cos x + C

Suy ra nghiệm tổng quát của phương trình vi phân là: y = C − cos x

C
, C ∈ R.

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 2. Cho g(x) = f (x3 − 3x) khả vi trên R và f ′(x) > 0, ∀x. Chọn phát biểu đúng.

A Hàm g đạt cực đại tại −1. B Hàm g đạt cực đại tại 1.
C Hàm g tăng trên (0, +∞). D Hàm g giảm trên (−∞, −3).

9 Lời giải.

Do g(x) khả vi trên R nên ta có:

g′(x) = (x3 − 3x)′ · f
(
x3 − 3x

)
= (3x2 − 3)f

(
x3 − 3x

)
Vì f ′(x) > 0, ∀x ∈ R nên g′(x) = 0 tương đương với 3x2 − 3 = 0, hay x = ±1. Ta có bảng biến thiên
sau:

x

y′

y

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

+∞+∞
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Vậy hàm g đạt cực đại tại −1.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 3. Cho A và B là các ma trân vuông cấp n thỏa A2 = In = B2. Chọn phát biểu sai.

A (AB)−1 = BA. B AB−1 = A−1B.
C A = ±B. D |det(A)| = |det(B)|.

9 Lời giải.

Do A2 = B2 = In nên A = A−1 và B = B−1. Ta xét từng đáp án

� Xét A ta có: (AB)−1 = B−1A−1 = BA vậy A đúng.

� Xét B ta có: AB−1 = A−1B vậy B đúng.

� Xét C Xét ma trận A =
Å

1 0
0 −1

ã
và B =

Å
0 1
1 0

ã
nhưng A ̸= ±B vậy C sai.

� Xét D ta có: A2 = B2 ⇒ det (A2) = det (B2) hay |det(A)| = |det(B)| vậy D đúng.

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 4. Giả sử giá trị nhỏ nhất của hàm số

z = f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3x − my + 2m (m là tham số )

có giá trị bằng zM và đạt được tại điểm M(1, 1). Chọn phát biểu đúng.

A zM = 3. B zM = 4. C zM = −3. D zM = −4.

9 Lời giải.

Ta có: ß
f ′x (x, y) = −2x + y − 3 = 0
f ′y (x, y) = x + 2y − m = 0

do điểm dừng là (1, 1) nên m = 3. Thay lại vào đề bài ta có zm = 3.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 5. Trong mô hình Input - Output mở, cho ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0, 1 0, 3 0, 3
0, 2 0, 2 0, 2
0, 3 0, 3 0, 2

é
Biết ngành 3 cung cấp 60 (đvt) cho ngành 2 , Khi đó ngành 2 phải cung cấp cho chính nó là

A 30. B 20. C 40. D 50.

9 Lời giải.

Cứ 0, 3 đơn vị mà ngành 3 cung cho ngành 2 thì ngành 2 sản xuất được 1 đơn vị, mà ngành 3 cung
cấp 60 cho ngành 2 nên ngành 2 sản xuất được

60 : 0, 3 = 200 (dvt)

Lập luận tương tự suy ra ngành 2 phải chung cấp cho chính nó 200 · 0, 2 = 40 (dvt).
Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 6. Cho hệ (I):

 x + y + 2z = 2m
mx − y + 4z = −3
2mx − 3y + 4z = m

. Hệ (I) có nghiệm duy nhất nếu và chỉ nếu

A m ̸= −4. B m ̸= 2. C m = 2. D m ̸= 4.

9 Lời giải.

Hệ có nghiệm duy nhất nếu và chi nếu |A| ̸= 0 mà ta có

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2
m −1 4
2m −3 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 2m + 8

Vậy 2m + 8 ̸= 0, hay m ̸= −4.
Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 7. Cho hàm số u (x, y) có các đạo hàm riêng cấp một liên tục trên R2. Giả sử ta có điều
kiện

6x2 + 5y2 = 230 (1)

Điều kiện cần để u đạt cực trị tại (x, y) thỏa điều kiện (1) là

A 6yu′x = 5xu′y. B 5xu′x = 6yu′y.
C Các đáp án kia đều sai. D 5yu′x = 6xu′y.

9 Lời giải.

Lập hàm Lagrange ta có:

L (x, y, λ) = u (x, y) + λ
(
230 − 6x2 − 5y2)

Điều kiện cần 
Lx = u′x − 12xλ = 0

Ly = u′y − 10yλ = 0

Lλ = 230 − 6x2 − 5y2 = 0
Từ phương trình 1 và 2 ta có u′x = 12xλ, u′y = 10yλ. Suy ra

u′x · (10yλ) = u′y · (12xλ)

hay 5yu′x = 6xu′y.

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 8. Cho A là ma trận vuông cấp 4 thỏa
(
AT
)3

A = 3I4. Định thức của
ï1

6AT

ò−1
có giá trị

A 432. B ±432. C −216. D ±216.

9 Lời giải.

Do
(
AT
)3

A = 3I4 nên |
(
AT
)3

A| = |3I4| suy ra |A|4 = 34, hay |A| = ±3. Vậy

det

Çï1
6AT

ò−1å
= det

Ä
6
(
AT
)−1ä = 64 1

det(A) = ±432

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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Ã Câu 9. Hàm tổng chi phí khi sản xuất một sản phẩm cho bởi C = 3Q2
√

Q2 + 5
+ 1000, với Q là sản

lượng. Tính chi phí biên khi Q = 10 ( làm tròn kết quả đến 2 chữ số thập phân).

A 4, 32. B 4, 75. C 3, 07. D 5, 12.

9 Lời giải.

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 10. Giả sử x =
ï

x1
x2

ò
là nghiệm của hệ phương trình

(∗)
ß

−x1 − 2x2 = 1
2x1 + 3x2 = −1

Gọi A là ma trận hệ số của (*). Tính A2025x.

A
ï

1
1

ò
. B

ï
2025
2024

ò
. C

ï
1

−1

ò
. D

ï
2024
2025

ò
.

9 Lời giải.

Giải hệ ta có x1 = 1, x2 = −1 vậy ta có

Ax =
ï
−1 −2
2 3

ò ï
1

−1

ò
=
ï

1
−1

ò
Từ đây ta nhân tiếp tục A suy ra

A2x = A(Ax) =
ï
−1 −2
2 3

ò ï
1

−1

ò
=
ï

1
−1

ò
Thực hiện tương tự nhiều lần ta được

Anx =
ï

1
−1

ò
Hay A2025x =

ï
1

−1

ò
.

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Cho phương trình vi phân

y′′ + y = (x − 3)e2x (1)

a) Tìm nghiệm tổng quát y = ϕ (x, C1, C2) với C1, C2 ∈ R của (1).

b) Tìm nghiệm riêng y = f(x) của (1) thỏa f(0) = 2 và f ′(0) = −1.

9 Lời giải.

a) Xét phương trình đặc trưng, ta có

k2 + 1 = 0 ⇒ k = ±i

Vậy nghiệm tổng quát phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

Y (x) = C1 cos x + C2 sin x

Do 2 không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên nghiệm riêng có dạng là

u(x) = (Ax + B)e2x

Ta tính các đạo hàm cấp 1 và cấp 2 của nghiệm riêng®
u′(x) = Ae2x + 2(Ax + B)e2x = (2Ax + A + 2B)e2x

u′′(x) = 2Ae2x + 2(2Ax + A + 2B)e2x = (4Ax + 4B + 4A)e2x

Thay vào phương trình ban đầu ta có

u′′(x) + u(x) = (4Ax + 4B + 4A)e2x + (Ax + B)e2x = (5Ax + 5B + 4A)e2x

So sánh với vế phải, đồng nhất hế số ta có hệ sau:5A = 1

5B + 4A = −3
⇒


A = 1

5

B = −19
25

Vậy nghiệm riêng có dạng là:

u(x) =
Å1

5x − 19
25

ã
e2x

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai không thuần nhất là

y(x) = C1 cos x + C2 sin x +
Å1

5x − 19
25

ã
e2x

b) Do f(0) = 2 nên ta có

y(0) = C1 − 19
25 = 2 ⇒ C1 = 69

25
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Đạo hàm cấp 1 của nghiệm tổng quát là

y′(x) = −C1 sin x + C2 cos x +
Å1

5 + 2
Å1

5x − 19
25

ãã
e2x

Tại x = 0 ta có y′(0) = −1 nên

−1 = y′(0) = C2 + 1
5 − 38

25 = C2 − 33
25 ⇒ C2 = 8

25

Vậy nghiệm riêng thỏa mãn các điều kiện đề bài là

y(x) = 69
25 cos x + 8

25 sin x +
Å1

5x − 19
25

ã
e2x

µ

Ã Câu 2. Cho hệ phương trình:

 x + 3y + 2z = −1
2x + 4y + mz = 2
x + my − z = 3

. Tìm m để hệ phương trình có vô số nghiệm

và tìm nghiệm tổng quát trong trường hợp đó.

9 Lời giải.

Ta thực hiện biến đổi sơ cấpÑ
1 3 2 −1
2 4 m 2
1 m −1 3

é
d3−→d3−d1−−−−−−−→
d2−→d2−2d1

Ñ
1 3 2 −1
0 −2 m − 4 4
0 m − 3 −3 4

é
d2−→d2:(−2)−−−−−−−→

Ü
1 3 2 −1
0 1 4 − m

2 −2

0 m − 3 −3 4

ê
� Xét m = 3 suy ra R(A) = R

(
A
)

= 3, hay hệ có nghiệm duy nhất.

� Xét m ̸= 3, ta lấy d3 → d3 − (m − 3)d2 ta có:á1 3 2 −1
0 1 4 − m

2 −2

0 0 (m − 1)(m − 6)
2 2(m − 1)

ë
� Xét m = 6 suy ra 2 = R(A) ̸= R

(
A
)

= 3 nên phương trình vô nghiệm.

� Xét m = 1 suy ra R(A) = R
(
A
)

= 2 < 3 nên hệ phương trình có vô số nghiệm.

Hệ phương trình khi đó tương đương  x + 3y + 2z = −1

y + 3
2z = −2

Chọn z ∈ R làm ẩn tự do, ta có: 
x = −1 − 3y − 2z = 5 + 5

2z

y = −2 − 3
2z
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Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình làÑ
x
y
z

é
=

à
5 + 5

2z

−2 − 3
2z

z

í
µ

Ã Câu 3. Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, tìm cực trị của f(x, y) = x + 2y + 3 thỏa điều
kiện x1/2y1/2 = 4.

9 Lời giải.

Lập hàm Lagrange ta có

L (x, y, λ) = x + 2y + 3 + λ
Ä
4 − x1/2y1/2

ä
Điều kiện cần, ta tính các đạo hàm cấp 1

L′x = 1 − 1
2λy1/2x−1/2 = 0

L′y = 2 − 1
2λx1/2y−1/2 = 0

L′λ = 4 − x1/2y1/2 = 0

Từ hai phương trình (1) và (2) suy ra 
1 = 1

2λy1/2x−1/2

2 = 1
2λx1/2y−1/2

Chia hai vế của phương trình vế theo vế kết hợp với phương trình (3), ta có: y = 2
√

2, x = 4
√

2, λ =
2
√

2. Tính các đạo hàm cấp hai tại điểm dừng, ta có:

g1 = − 1
2
√

2
, g2 = − 1√

2
, L11 =

√
2

16 , L22 =
√

2
4 , L12 = L21 = −

√
2

8 .

thay vào định thức

|H| =

Ñ
0 g1 g2
g1 L11 L12
g2 L21 L22

é
ta có giá trị của định thức bằng

|H| = −
√

2
8 < 0.

Vậy tại (4
√

2, 2
√

2) hàm f đạt cực tiểu địa phương. Giá trị của hàm f tại điểm này là

f(x, y) = 4
√

2 + 4
√

2 + 3 = 8
√

2 + 3

µ
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LỜI GIẢI TOÁN CAO CẤP K50
ĐỢT 2

1 Phần Trắc nghiệm

Ã Câu 1. Hàm cầu của một sản phẩm được cho bởi Q =
√

500 − 4P ( P là giá bán và Q là lượng
cầu sản phẩm). Ta ký hiệu ε(P ) là hệ số co giān của lượng cầu theo giá tại mức giá P . Gọi R0 là
doanh thu khi |ε(P )| = 2. Giá trị của R0 là

A 2100. B 1000. C 2125. D 500.

9 Lời giải.

Ta tính hệ số co dãn:

ε(P ) = dQ

dP
· P

Q

= −4
2
√

500 − 4P
· P√

500 − 4P

= −2P

500 − 4P

mà |ε(P )| = 2 nên
∣∣∣∣ −2P

500 − 4P

∣∣∣∣ = 2 suy ra P = 500
3 hoặc P = 100 mà do P ≤ 500

4 nên P = 100. Vậy

giá trị doanh thu R0 là
R0 = P0 · Q0 = 100 ·

√
500 − 4 · 100 = 1000

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 2. Chi phí C phụ thuộc vào sản lượng Q và thỏa mãn phương trình C2 − 2CQ + Q2 − 2Q −
4800 = 0. Chi phí biên tại Q = 50 là

A
9
14 . B

70
63 . C

71
70 . D

14
11 .

9 Lời giải.

Tại Q = 50 ta có phương trình

C(50)2 − 100C(50) + 502 − 2 · 50 − 4800 = 0 ⇔
ï

C(50) = 120
C(50) = −20

Đạo hàm theo Q của phương trình ta có:

2C(Q) · C ′(Q) − 2C(Q) − 2Q · C ′(Q) + 2Q − 2 = 0
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Ta rút C ′(Q) theo C(Q) và Q, ta có:

C ′(Q) = C(Q) + 1 − Q

C(Q) − Q

Chi phí biên tại Q = 50 là

C ′(50) = 120 + 1 − 50
120 − 50 = 71

70
Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 3. Xét phương trình ma trận: AX = B, trong đó A =
Å

1 2
m 4

ã
và B =

Å
−1 3
−2 6

ã
, với m

là tham số thực. Tìm giá trị của m để phương trình đã cho có nghiệm.

A m = 2. B Không tồn tại m. C m ̸= 2. D m tùy ý.

9 Lời giải.

Phương trình AX = B có nghiệm khi R(A) = R (A|B). Ta xét ma trận A|B

A|B =
Å

1 2 −1 3
m 4 −2 6

ã
� Xét m = 0 suy ra R(A) = R

(
A
)

= 2 nên phương trình có nghiệm.

� Xét m ̸= 0 lấy d2 → d2 − md1 ta cóÅ
1 2 −1 3
0 4 − 2m −2 + m 6 − 3m

ã
� Nếu m = 2 suy ra R(A) = R

(
A
)

= 1 nên phương trình có nghiệm.

� Xét m ̸= 2 suy ra R(A) = R
(
A
)

= 2 nên phương trình có nghiệm.

Vậy với m tùy ý thì phương trình đã cho có nghiệm.
Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 4. Cho A và B là các ma trận vuông cấp 4vîirank(A) = 4 và rank(B) < 4. Chọn kết luận
đúng.

A det
(
BT · A3) ̸= 0.

B Ma trận C = B2 + 4B là khả nghịch.
C Ma trận D = A2B + AB2 có hạng rank(D) < 4.
D Phương trình AX = B vô nghiệm.

9 Lời giải.

Do R(A) = 4 nên |A| ̸= 0 và R(B) < 4 nên |B| = 0. Ta xét từng đáp án

� Xét A ta có det(BT · A3) = detB · (detA)3 = 0 vậy A sai.

� Xét B ta có |C| = |B2 + 4B| = |B| · |B + 4I| = 0 vậy C không khả nghịch hay B sai.

� Xét C ta có |D| = |A| · |B| · |(A + B)| = 0 nên rank(D) < 4 hay C đúng.

� Xét D do |A| ̸= 0 nên tồn tại A−1 hay phương trình AX = B có nghiệm vậy D sai.

ĐẠI HỌC KINH TẾ THÀNH PHỐ HỒ CHÍ MINH 69



� Toán Cao Cấp [ ĐỀ THI VÀ LỜI GIẢI

Chọn đáp án C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 5. Cho hệ phương trình tuyến tính (I):

 3x + (2m − 1)y − 2z = −2
2x + (m − 1)y − z = 3
−x − y − z = −m

với m ∈ R là tham

số. Tìm m để hệ (I) vô nghiệm hoặc có vô số nghiệm.

A m = 3. B m = −1. C Không tồn tại m. D m = −3.

9 Lời giải.

Hệ vô nghiệm hoặc có vô số nghiệm khi và chỉ khi |A| = 0. Mà ta có

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
3 2m − 1 −2
2 m − 1 −1

−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = m + 3

Vậy m + 3 = 0 hay m = −3.
Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u

Ã Câu 6. Xét phương trình vi phân y′ + 2y

x
= ex

x2 (1). Chọn phát biểu đúng.

A Phương trình (1) có một nghiệm riêng thỏa điều kiện y(1) = 2e là y = (ex − 2e) x−2.
B Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) đều thỏa mãn lim

x→−∞
y(x) = 0.

C Phương trình (1) có nghiệm tổng quát là y = (2ex + C) x−2.
D Mọi nghiệm y(x) của phương trình (1) đều thỏa mãn lim

x→+∞
y(x) = 0.

9 Lời giải.

Nhân hai vế cho x2 ta có
x2y′ + 2xy = ex ⇔

(
x2y
)′ = ex

mà ta có ∫
exdx = ex + C

Suy ra nghiệm tổng quát của phương trình vi phân là: y = ex + C

x2 , ∀C ∈ R. Ta xét từng đáp án

� Xét A ta có 2e = y(1) = e + C hay C = e vậy y = (ex + e)x−2 suy ra A sai.

� Xét B ta có lim
x→−∞

ex + C

x2 = 0 vậy B đúng.

� Xét C ta có nghiệm tổng quát là y = (ex + C)x−2 hay C sai.

� Xét ta có lim
x→+∞

ex + C

x2 = +∞ vậy D sai.

Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 7. Cho hàm sản xuất Q(L, K) = 8L0,3K0,6 với L là lượng lao động và K là vốn. Khi K tăng
1, 5% và L không đổi thì Q tăng xấp xỉ

A 0, 1%. B 0, 9%. C 0, 45%. D 1, 55%.

9 Lời giải.
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Ta tính hệ số co dãn của Q theo K là

ε = dQ

dK
· K

Q
= 8 × 0, 6L0,3K−0,4 K

8L0,3K0,6 = 0, 6

Vậy khi K tăng 1, 5% thì Q tăng 0, 9%.
Chọn đáp án B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 8. Xét hàm số f(x, y) = x2y(1 − x − y) và điểm M(1, 0). Chọn kết luận đúng.

A Hàm số f đạt cực đại tại M .
B M không phải là điểm dừng của f .
C Hàm số f đạt cực trị tại điểm M .
D M là điểm dừng nhưng không phải là cực trị của f .

9 Lời giải.

Ta tính các đạo hàm cấp 1 ß
fx = xy(2 − 3x − 2y) = 0
fy = x2(1 − x − 2y) = 0

Vậy M(1, 0) là điểm dừng. Ta tính các đạo hàm cấp 2ß
fxx = y(2 − 6x − 2y)
fyy = −2x2

Ta có: D2 =
∣∣∣∣∣fxx fxy

fxy fyy

∣∣∣∣∣ = fxx × fyy − f 2
xy mà tại điểm dừng M(1, 0) thì ta cóß

fxx = 0
fyy = −2

suy ra D2 = −f 2
xy < 0 nên M không phải là cực trị của f.

Chọn đáp án D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 9. Trong mô hình Input-Output của Leontief, cho ma trận hệ số đầu vào

A =

Ñ
0, 1 0, 2 0, 3
0, 2 0, 3 m
0, 3 0, 2 0, 1

é
Biết rằng giá trị sản lượng của ngành 2 và ngành 3 lần lượt là 200 và 150 ; tổng giá trị nguyên liệu
đầu vào của ngành 3 là 75 . Tính tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 2 cung cấp cho ngành 3 và
ngành 3 cung cấp cho ngành 2.

A 55. B 60. C 50. D 65.

9 Lời giải.

Tổng giá trị nguyên liệu đầu vào của ngành 3 là 75 nên

150(0, 3 + 0, 1 + m) = 75 ⇔ m = 0, 1

Tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 2 cung cấp cho ngành 3 là

150 × 0, 1 = 15
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Tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 3 cung cấp cho ngành 2 là

200 × 0, 2 = 40

Vậy tổng giá trị nguyên liệu mà ngành 2 cung cấp cho ngành 3 và ngành 3 cung cấp cho ngành 2 là

40 + 15 = 55

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
Ã Câu 10. Cho A là ma trận vuông cấp 3 thỏa mān A2PA = 16I3, trong đó PA là ma trận phụ hợp
của A. Định thức của ma trận 3AT có giá trị là:

A ±216. B 216. C ±108. D −108.

9 Lời giải.

Ta có công thức tính ma trận nghịch đảo là

A−1 = 1
|A|

PA

Nhân hai vế của ma trận cho A2 ta có

A = 1
|A|

A2PA

mà A2PA = 16I3 nên ta có

A = 1
|A|

16I ⇔ |A|A = 16I

Lấy định thức hai vế ta có
|A|4 = 163

vậy |A| = ±8. Do đó định thức của ma trận 3AT có giá trị là∣∣3AT
∣∣ = 33|A| = ±216

Chọn đáp án A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u
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2 Phần Tự Luận

Ã Câu 1. Cho hệ phương trình sau với m ∈ R là tham số:

 −x + y + 2z − t = 1
−4x + 3y + 3z = m
−x + 2y + (m + 6)z − 5t = 3

a) Giải hệ trên với m = 3.

b) Tìm m để hệ đã cho có nghiệm.

9 Lời giải.

a) Thực hiện biến đổi sơ cấp:Ü
−1 1 2 −1 1
−4 3 3 0 m
−1 2 m + 6 −5 3
0 0 0 0 0

ê
d1→−d1−−−−−→

Ü
1 −1 −2 1 −1

−4 3 3 0 m
−1 2 m + 6 −5 3
0 0 0 0 0

ê
d2→d2+4d1−−−−−−→
d3→d3+d1

Ü
1 −1 −2 1 −1
0 −1 −5 4 m − 4
0 1 m + 4 −4 2
0 0 0 0 0

ê
d3→d3+d2−−−−−−→

Ü
1 −1 −2 1 −1
0 −1 −5 4 m − 4
0 0 m − 1 0 m − 2
0 0 0 0 0

ê
Xét với m = 3, ta có hệ: 

x − y − 2z + t = −1

−y − 5z + 4t = −1

2z = 1

Chọn t ∈ R làm ẩn tự do, ta có hệ 
x = −3

2 + 3t

y = −3
2 + 4t

z = 1
2

Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình là:Ü
x
y
z
t

ê
=



−3
2 + 3t

−3
2 + 4t

1
2
t


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b) Nếu m ̸= 1, thì: Rank(A) = Rank(A) = 3 < 4 , hay hệ có nghiệm.

µ

Ã Câu 2. Dùng phương pháp nhân tử Lagrange, tìm cực trị của hàm số f(x, y) = x1/2y1/2 với ràng
buộc x + 2y = 100.

9 Lời giải.

Lập hàm Lagrange, ta có:
L(x, y, λ) = x1/2y1/2 + λ(100 − x − 2y)

Điều kiện cần, Tính đạo hàm cấp 1:
L′x = 1

2x−1/2y1/2 − λ = 0

L′y = 1
2x1/2y−1/2 − 2λ = 0

L′λ = 100 − x − 2y = 0

Từ hai phương trình (1) và (2) suy ra 
λ = 1

2y1/2x−1/2

2λ = 1
2x1/2y−1/2

Chia hai vế của phương trình vế theo vế kết hợp với phương trình (3), ta có: x = 50, y = 25, λ =
1

2
√

2
. Điều kiện đủ ta tính các đạo hàm cấp hai, ta có:

g1 = −1, g2 = −2, L11 = −1
4x−3/2y1/2, L22 = −1

4x1/2y−3/2, L12 = L21 = 1
4x−1/2y−1/2.

thay các giá trị vào định thức

|H| =

Ñ
0 g1 g2
g1 L11 L12
g2 L21 L22

é
ta có

|H| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 −2

−1 −1
4x−3/2y1/2 1

4x−1/2y−1/2

−2 1
4x−1/2y−1/2 −1

4x1/2y−3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Vậy định thức bằng

|H| = 1
4x1/2y−3/2 + x−1/2y−1/2 + x−3/2y1/2

do |H| > 0, ∀x, y > 0 nên f đạt cực đại toàn cục tại M(50, 25). Giá trị của hàm số khi này là

f =
√

50 · 25 = 25
√

2

µ
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Ã Câu 3. Giải phương trình vi phân: y′′ − 2y′ + y = (x + 1)e2x.

9 Lời giải.

Xét phương trình đặc trưng, ta có

k2 − 2k + 1 = 0 =⇒ (k − 1)2 = 0 =⇒ k = 1.

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất là

Y (x) = (C1 + C2x) ex.

Do 2 không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên nghiệm riêng có dạng

u(x) = (Ax + B)e2x.

Ta tính các đạo hàm cấp 1 và cấp 2 của nghiệm riêng®
u′(x) = Ae2x + 2(Ax + B)e2x = (2Ax + A + 2B)e2x

u′′(x) = 2Ae2x + 2(2Ax + A + 2B)e2x = (4Ax + 4B + 4A)e2x

Thay vào phương trình ban đầu ta có

u′′ − 2u′ + u =
[
4Ax + 4B + 4A − 2(2Ax + A + 2B) + Ax + B

]
e2x =

(
Ax + 2A + B

)
e2x.

So sánh với vế phải (x + 1)e2x, đồng nhất hệ số ta có:{
A = 1

2A + B = 1
⇒

{
A = 1

B = −1

Vậy nghiệm riêng là
u(x) = (x − 1) e2x.

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân đã cho là

y(x) = (C1 + C2x) ex + (x − 1) e2x .

µ
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